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INTRODUZIONE

Gli argomenti trattati in questo lavoro di tesi si inserisconoc nel filone
di ricerca di fisiéa—ﬁéfematica che tratta lo studio del comportamento di mez
z1 altamente disomogenei o disordinati. In molti problemi fisici, come ad esem
pio nello studio della diffusione del calore, della conduttivita elettrica,
etc., pud capitare che le quantitd che caratterizzano il mezzo (tensore die-
lettrico, coefficiente di diffusione,etc.) non siano conosciute dettagliatamen
te, oppure che siano funzioni rapidamente variabili. In questi casi 1'1nteres
Se & rivolto maggiormente alla determinazione di grandezze macroscopiche o
quantitid medie,

Un caso che tipicamente viene analizzato € quello di un mezzo dielettrico
in una regione S di IHs, con tensore dielettrico locale E (x). Se E.(x)
é una funzione rapidamente variabile o addirittura conosciuta sclamente attra
VErso una distribuzione di probabilita, allora, si cerca di determinare una
particolare quantlta media denominata costante dielettrica effettiva del mez
zo, & + Numerosi autori recentemente hanno ottenuto risultati riguardanti f
In particolare vogliamo citare i lavori di Bergman [:7] ’ [?], Papanicolau ed
altrl q] [z{] [5} - Noi avremo come riferimento principale i lavori [?} '
[2] y in eui sono adottati consistentemente metodi di analisi Ffunzionale.

L'obbiettivo principale nel seguito sard analizzare da un particolare pun-
to di vista Je equazioni di Maxwell in una regione § limitata semplicemente

] 3 R
connessa in IR , con apportune condizioni al contorno:

= 1,2,3
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dove E_= (E[, E'-.z.' Eg,) € un campo vettoriale su S e ( 5‘.3-)6-11,; é
un campo tensoriale su S, T=hnd

Il nostro interesse sara rivolto sia al caso in cui il mezzo che occupa la
regione S abbia una risposta lineare (i1 tensore E.(x) € indipendente dal
campo EU“)) sla a quello in cui la risposta sia non-lineare { & = &(x' E) ).
In entrambi i casi il punto fondamentals del'analisi sara la riscrittura delle
equazioni (:3%), insieme con le relative condizioni al bordo, in termipi di
"equazioni operatoriali" nello spazio di Hilbert (LE(S})

A partire da questa forma equivalente delle equazioni si otterranno i se—

guenti risultati:

1. Caso lineare:

{a) Raggiungimento di una rappresentazione rigorosa (in realta di due fami-
glie ad un parametro di rappresentazioni) per la soluzione E: dell'equa
zione (ﬁﬁ) nella regione S con contorno &S regolare, riempita con
un materiale eterogeneo con tensore dielettrico £(x). Al tensore [16-9/
si richiedera che sia simmetrico, limitato, con inverso limitato.

(b) Costruzione attraverse il risultato (a) di una rappresentazione per la

costante dielettrica effettiva g™ . e* sara caratterizzata da due misu

re /L&% ,**ea sulla retta reale positiva.

2. Caso non lineare:

(a) Dimostrazione, sotto opportune ipotesi su E(*) e sulla "non'linearita "
del problema, di un teorema di esistenza e unicitd della soluzione di (*) .
Questo punto & di fondamentale importanza poiché nel caso in cui il tenso
re E(x) dipenda anche dal campo elettrico E: » l'esistenza e 1'unicita
di una soluzione debole di (*) viene in generale a mancare.

(b) Ottenimento di una formula di rappresentazione per la costante dielettri-

ca effettiva nel caso nen lineare.




3, Caso probabilistico:

3
Rappresentazione per E come campo vettoriale stocastico in IR quando

&

£ € un campo vettoriale stocastico strettamente stazionario con reag-
lizzazioni che sono puntualmente tensori simmetrici, limitati, con inver
51 limitati. Si otterra conseguengtemente una formula di rappresentazio
ne per &# .




CAPITOLO I :

: Caso lineare

obiettive principale del capitole sard quelle di costruire una
forma equivalente dell'equazioni di Maxwell per l'elettrestatica, in
une spazio di Hilbert opportune.

3
L'analisi riguarderd il casgo in cui una regione S ¢ R

& occu~
pata da un materiale avente risposta lineare:

in altre parole, il
tensore dielettrice £(x)

non dipenders dal campe elettrice E .
Un teerema di rappresentazione per £ verra dato.
Sard immediato ricavare dg quest'ultime una rappresentazione per

la costante dielettrica effettiva E*

l.1 Equazioni di Maxwell

sia S una regione aperta, 11m1tata,

semplicemente connessa di
R’ & sia £ un campe tensoriale.

Per tutto il capitolo assumeremo che £ soddisfi le seguenti
ipotesi:

(1) per ogni xe S

y eslstone « B e R con «B >0 tali che:

2UEl < 3 e, ¢ BlE

1y=1

ver ogni £ =(§,, 8, § ) R

(ii) E-ij (x> = EGL CXD per cgni X e S .
Il simbolo |- denota il moduloe del vettore:

éuj(i) le compo-
nenti del tensgere,

Vogliamo studiare il seguente problema: trovare un campo vetto-
riale E soddisfacente le equazioni:

5—9;_ EJ' = 59);_5{, Vxe S
3

1,7=4,2,3 -( )
4.1.4
% (E._‘,(ES)E_,‘): Vxe .S '

'I'J 4




¢on particelari cendizioni sul conterne ©.5 della regione,
Le equagieni (d.i.d) possone essere riscritte attraverse
un'equaziene ellittica lineare in ferma di divergenza,

Infatti, dalla prima 4di (4.4.4) si ricava che esiste una funzie-

ne ¢ € C*(S) tale che:
§_¢(5)= E: (XD PR 124 2 3

Seatituende nella seconda 4i (4.4.4) gi ottiene:

3
2 (Ei(x) & D)o (4.4.2
.Q'Z:jai DXL A @xjﬁb )) )

Diamo, ora, una definizione di condiziene al boerde per 1a (4.4.2)
La definizione ei permetterd di ricoprire i casi fisici pil inte-
ressanti.

Definizione 4.4.3 Diremo che & uno"spazio di funzioni con condi-

zioni al borie omogenee" se & un sottospazio chiuso delle spa-
- 4
zio di Sobolev M (.S) +4ale che V" include lo spazio di Sobelev

He (S)

4
Definizione4d.4.4 Sia qﬁc e C(3), ¢, ¥ © tale che qSO €&\ .
Diremo che la funzione c,b ¢ una soluzione debole di (4.4.2) cen
condizioni al bordo (V, d,)  se:

b-~po =+ eV

e in pin ¢ soluzione dell'equazione:
b

3

O ‘. o
‘f,.)z'::i - (E‘.)(?S) Q-;()_(¢o++)) = O

L

ovvereo:

3 3 .
> {g_: Es 2 (4, )| 8 Pdx o Ve lI(s)




Alcuni esempi che ricorrene nella pratica soene:

(a) cendensatere a lastre parallele;

(b) case in cui 1a regiene f; in censiderazione & la cella unitaria
di un reticole in 525 y Con condizioni al berde periediche;

(c) cendizioni di Dirichlet al borde nen emogenee.

Case (a) : si scegliera ¢L(§) = Q:-ﬁ_ con K versere dell‘'as—
ge perpendicelare alle lastre; N  gary lo spazio definite dalle
funzieni che hanne condizioeni di Dirichlet sui piatti e cendlz1en1
dil Neumann sulla parte rimenente,

Case (b) : fissate un qualunque vettore b < [ 3 si petrd sce-
gliere. ci)(X): B- x e v sarh il settespazie di H (S) cempe—
sto dalle funzioni pericdiche,

Cagoe (c) : qb sari la corrigspondente funzione armenica e xf FJC:?)‘

Torniame alle equazieni (4 1. —1) «-Congideriame fissate le con— 4
dizioni al borde, ossia la coppia (\v’ $. )

Definizione Indicheremo con | lo spazio di Hilbert tale che:

He{[n nnd i« L)) = (L)

munite del prodotto scalare:

3
<f;f>=J'(§_ﬁ. \h;*ﬁ,)(ﬁ)dzs =f (F Py d x
S S

dove &= (%, e, W) e H JE_PE(\P«‘P?_.*PS)EH e ()

indica il predetto scalare in R* , 1a norma in F% verrd indicata

con “'Hz .

Definizione 4.4.6 Densteremo con >C i1 pil piccoloe sottespazio di
— che contlene tutti gli elementi della forma Y~ con nweV

dove V= ( ) o con &  derivata distribuzionale,
S—X-’t g)?a. ’ SEB axt'. .




Definizione4. {7 Indichereme con A 1la proiezione ortegenale di H

au _)"( °

Sia _E_(_)g) .=..(E,_‘C>.<), 52(2_‘),53(5)) la s’aluziene_di@..:{. f_t) e sia
& = Ve, |

La prima delle equazioni (4.4, :i) insieme alla condizisne al borde

(V, (}50) petra essere riscritta come:

A(E-G)=E-GC C(4.1.8)

Poniame:

B=(I-AYG (4.4.9)

Poicht . ¢ V' , AG# G e quindi B# o .
Netiamo che da (4.4.9) e dal fatto che A & un operatere di

proiezione gsu I— segue immediatamente:
AB = 0O (4.4.40)
Usando (4.4.46) , 1'equazione (4.4.9) diventa:

AE - E = B (4.4.44)

Il campo tensoriale £ pud essere considerato come operatore 4di

moltiplicazione su |4 definite nel seguente modo:
(£ )= g0 Ew VEeH

(continuereme ad indicare l'operatore con il simbolo £ ),
Per le ipotesi sul tensore £(x), il vettore £ € eH  apnar-
tiene ad HH e quindi possiamo riscrivere la =econda equazione di

(4.4.4) nel seguente modo:

At =0 ) (4d.4.42)




Infatti se

£ & ortogonale a {Vfu_ , Noe H: (S)} y &llera 1la
seconda di (1.4.

E
d) ¢ goddisfatta:

CEE V) = | (¢ B T ) (x) dx =
S
58 _
fi(-i &LJ(EH:J'Q_%)CL& =
Sq.:i bEE! QXL
.3 4
j 99_. (i&LJCx)E)MdX = O V’LLG HO(‘S)

da cui la seconda delle equazioni (4 4. 4) .

Osservazione 4.4.43 Le relazioni (4.4, 44) e(4.4.42) rappresentane

una forma equivalente delle equazioni di Maxwell insieme ‘alle cen—
dizioni al centorneo fissate. L'infermazione delle condizioni:al con-
torne & contenuta in questa nuova ferma nel vettore 8 .

Usservazioneid44 In molti casi (ad esempio case (a) e caso (b)

di pag. ) si ha che & & un vettore costante e A (-0 . Da
(4.4.9) si ha quindi E -G .

Bisogna sottolineare, perd, che in generale B « Vd)o

1.2 Teoremi di rappresentazione per il campo elettrice

In queste paragrafe si ricaveranne due famiglie di rappresentaziene
per le soluzioni di (4. 4. 44) e (4.4.42) .

Le rappresentazioni szranno utilizzate pil tardi per dare delle
rappresentazioni per-la costante dielettrica effettiva.

Fisgsiamo un qualungue numere positive Eo 2 O .

Siano £L(x) 4= 1.2 3 gli autevalori della matrice é (x) .
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Definizione4 2.4 Denetereme cen &, il numere positive fale che:

£4 = Mox Sup £.(x) = Sup | E(x)] = tE .,
1 xe S Xe - -

deve [-| indica la norma delle matrici,

Definiziene4.2.2 Indichereme con £_ il numere pesitive tale Che:

-4
E. = mMim anf &;(esh(suP [écm“dl)
4 xe S Xe S

Definizione4.2.3 Coensideriame &2 £, . Cen CQE(E)deneterema 1s
o

matrice

Y
Qe () = (I- 4 .éoo) (4.2.4)

Osservagione4.2.5 (I-— g £ (5;&) € una matrice pesitiva per le ag-
[=]

sunzioni fatte su €. e £ (x), quindi ha senso definire la "radice

quadrata™; ineltre:

IGe o = sug [(2- 4 g0™)

Oszervagioned. 2.6 E' immediatoe definire su Fﬂ un operatore Can

(usiame 1o stesso simbolo sig per la matrice che per l'operatore)

nel modo seguente:

(QeE )x) = Qe, (x) ECx) VE <H

Y

Ovviamente ver 1'sscervazione (4.2.5) 1a nerma di.CQEOin e
strettamente minore di une.

Dimestriamo, ora, il seguente teorema: -

Teorema (di rappresentazione)4.2.7 Sia Es ceme nella definje
zione (4.2.-4) « Allera, per ogni €&. > E&r le equazioni (4. 4. .44 ) e

-

(A. 4. 42D sone equivalenti a: : -
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E =B+AQ A Qe B
=] 2 £o €0 = (42.8
T e A Gy )
con an ceme nella definizioene (/f. 9., 3) .
Dimestrazione Dalle (A 4. A1) e (4.4.42) si ottiene 1a relaziene
equivalente: -

(4.2.9)
Eo -
L'equivalengzga tra (1. 2. 9) e (4.4.44) - (4.4.42)51 pud verificare
tenende cente che A & un operatore di preiezione e che AI&:O .
NMeltiplicando entrambi i membri &i (1.2.9) per Qg_ si ha:

R, A Rs, " Qs E = @

A(4- 4 e\E

JE QB (1. 2. 40)

esservazione (4. 9. ) sappiamo che ng ha ner
minore di une;

Dall?

ma girettamente
questo varrk anche per l'eneratore Qéo A Qg

La (4.2.40) pud essere riscritta nel modo seguente:

(T - R, A Qs Qe E = Qe B

L'eperatere (I - QEQAQEQ) ¢ invertibile dato che la nerma di
Q&,A Qﬁo € minere di une e gquindi:

-4
an,ﬁ_ = (I‘ @EOAQEQ) Q5o§ =

) (41.2.44)
=Re B+ Qe AQe, (I-Qs,A Re,) @ B

Nel case in cui &, s S. an & invertibile e da (4.2, 44) si
ricavas |

E.

=

§+’A‘Qeo (T- QEOAQ%)_4Q80§ - (4.2.42)
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La (4.2.42) & valida anche Per E&o-¢&, . Infatti il membre a
destra & definite anche per o= £, e un calcole dirette mestra che
esse riselve l'equazienec (4. 2.8) . La rappresentazione & valida

quindi per egni &. 2 £, B

In maniera analega una seceonda famiglia di rappresentazieni di
E @& ottenuta se 0 <& € £ (yeqi (41.2.2))

[
Definiziene 1213 Censideriame o €. . Cen an denetereme la

matrice

Qo, ()= (£ 8o L)% (4.2.44)

Osservazioned.2.15 (4- ?‘3— £ C(x)H? ¢ una matrice negativa,
o ~

. ~ ~
quindi ha sense la definiziene (4.2. 43) ed inelire Qs_o e QEDA @go

Bone eperateri pesitivi su H con nerma strettamente minere di une.
Seguende la linea di dimestrariene del teorema C/f. 2. ?) DUd essere
brevate anche il seguente:

Teerema (di reppresentazioene)d4.2.41¢ Sia & come nella definiziene

(4.2.2) - Allera, per ogni O < € & €. , le equazioni (»1.4.44) e

(1.4.42) sone equivalenti a:

E-RB_-AQ I _ .~ Q. B (4.2.1%)
- = &o ~ > & 2 -4

1+ ng/‘\ Qs_c |
Un case particelarmente interessante & quelle in cui g (x> assu-~
me solamente un numere finito di valori. Piu specificamente, suppe-

niame che la regione S  sia suddivisa in N parti S , 0= N

cen \S; 2l Sfb = {c}} quande d%ﬁ . ;
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»

Il tensere dielettrice & della forma & (x)Y= €, ol=d4,.., N,

Denetiame cen Ea, L gli autevaleri di Eyq + Allera & pessibile
dimestrare che con l'utilizze delle rappresentazioni (4.2.2) e (4.9 %
il campe elettrice E(x) ¢ una funziene analitica degli X: nel

deminio:
AN L l-,
- = E. .
O=1t={aileC \o[JaecR Hle che F-acag &ccla
Ve 4,.. N VK=4.2,5}

Per i dettagli =i veda

1.3 Cestante dielettricsa effettiva e sua rapprescntazione,

I teoremi di rappresentazione per il campe elettrice che abbiz
me appena dimestrate, ci permettenc di dare dei risultati sulla ce-
stante dielettrica effettiva, E#, del mezze. Costruireme, infat+ti,
due misure/MED eJNe: sulla retta reale positiva, che caratterizze

. . = *
ranne due rappresentaziene di § .Jefiniremo € nel mede seguentes

£
. 1
= —_— =3 - | -
SriEre | (BG), e EM) dx Siap <2 2E> (4.3.4)
WS
dove ”&“1:{5%5‘@%5)d5
b La rappreseg%aziene che ricaveremo esplicitamente & valida per

qualsiasi tensere dielettrice g(g) che sia sgsimmetrice e che seddisfis

E(X) = . T con  £(x) < Laj_ dove Lz: {f@: L™, CSS‘XMJ? f(x)vo}
Nel seguite avremme bisegno di alcuni risultati di Teoria Spettrale
per eperateri autoaggiunti; saranne percid necessari alcuni richiami.
Sia .£°>, &, « Poniame Qs A Qe =T, .

T 2 un operatere auteaggiunte, limitate, sulle spazie di Hilbert H .




-~ 14 -

-

Consideriame 1'insieme di tutte le fumzieni centinue sulle spet
tre di T, 6"(T). Indichereme con C (67(T)) tale spazie,
E' pessibile dimestrare (Nep.oa. ( ) Cap VII, Teerems VII.1) che
esiste un'unica applicaziene (}5 ? C(G'(T)) —_—> L (HD
deve of( H) & le spagzie degli eperateri lineari, limitati su /—/

tale che:

() P(Rg) = I(£) d(3) P(28) = Ag(e)
b (4)=T () - d(e)*

( * si intende "aggiunte™),
(b) c}5 ¢ continue, cied [ P(f) lecny € Clign,
(e) sia ¥ 1a funzione PO)=x ; allera q'>(1£_>) =A.
Allera, per ogni we ™ , l'applicaziene fr— v, tﬁ(:{?)ﬂ{-’}
© un funzienale lineare su C (e (T .
Per il teorema di Riesz-Markev (Nep.e. ( ) ) esiste, allera,

un'unica misura di Berel/u..k su G‘(T) tale che:

SATE IRV f £03) duy (2) (4. 3.2)
a(T)
La misura /u? ¢ detta usualmente "misura spettrale" relativa g ||
asseeciata al vettore kf—' .
Daltra parte, (4.3 9) pud essere vista anche in termini di famiglia
spettrale di preezioeni.
Definigziene 4.3.3 : Sia O un insieme di Boerel in o(T); definiame
Py = $(x,)

deve 3(;1_ ¢ la funziene caratteristica di () e 95 € l'epeemerfisme
tra C(6(T)e L(H) . P({) ¢ chiamata "prelezione spettrale".
Osservaziene 4. 3. 4 ; Pl una pPreeziene ertegenale perchd X%gf ){_Q_
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puntualmente,
Definizieme 1. 2.5 : L'insieme delle preezieni spettrgli{f%ﬁl)lil.

insieme di Berel arbitrarie } ¢ chiamate "famiglia spettrale di pr@g
zieni",

Prepesiziene 4.3.¢ : 1g famiglia di prelezieni spettralj di un epera

tere auteaggiunte, limitate T » gode delle seguenti preprieta:
(2) egni P(Q)2 una Preeziene ertegenale

(b) P(d)=0 Pl~a,a)= T per qualche a (es. c> 1 T1H ),

(c) se Q= 0, cen A Np=p per subti m 2 om

Mg
allera:

I~
PLad = s-am (S PeaL)

N =% roo

Dim: Per una dimestrazione V.p.e,
Le preprieta (a),(b),(c), sens proprietd caratteristiche delle misu-
re 0 -—additive, Sia-{P(Jl)} una famiglia spettrale; allera:

<P, PP > vV eH
¢ unamisura ordinaria Su vRa retta,
Usereme il simbele o (@, v, ) per integrare rispetto a questa mi-
sura. E' facile vedere g queste punte che 1a misura‘}1+ che compa-

riva in (4.3.9) & data da:

M) = CHL P> vV 4eH e () Borellisne di R
ed ineltre:
<\k1¢(f)?>=\f¥(2)d(%.&\+) (4.3.3)
(T

Per cenludere 1g parentesi di Peeria Spettrale, enunciame il

Teorama Spettrale 4. 3. 8 :

Esiste uns corrispendenza l-1 tra operateri limitati auteaggiunti A
e famiglie spettrali{WDCQﬂj-date da: A X
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A= [P = [ X, 0]

[Pead} s A =IJciPA

Dim: Per una dimestraziene V.p.e, [:’io_]

Una censeguenza immediata del Teerema Spettrale & che se '[! & un
eperatere auteagziunte limitate su H e {Pcﬂ-)} ¢ la famiglia spet
trale assoeciata si ha:

A = OL P per ogni -ﬁ Bereliana
f( ) J ‘.f(;\) A limitata sul supperte di Pc L)
A = J R OLPA

(Gli integrali vanne intesi in sense ferte; ossia prima applicare a

€ in particelare:

Y H e poi integrare),
Siame era in grade di dimestrare il seguente:

Teorema (di rappresentaziene per £¥ ) 4.3 9 .

Sia £% definita ceme in .3.1. e sig &+  come nella 4. 2. 1.
(==}
Ineltre, sia £ (x) = s L cen ECx)E L4_ .

Allera, per ogni £, » &+, esiste una unica misura dj B@rel/uzga

sulla retta reale positiva tale che:

e L <=.E__B,£’>>_é°cajiﬂf_l,ot/%u> 4.3, 1¢

TN

<z
dx :

<o - (4~sc:<)) | B ()
&




r

<B eB > +<B,LAQ,
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Dimestraziene:
Censideriame in H il vettore Qago _B. — j_/

La nerma di _\_f/ sara:
H‘i’ll}J (8o, @;w@@)&x:J(_@@),(i._g&g))_gc,o) v -
S ¢ °
3 _ £ | ol .
:Lu © ) | oo |
Peniame [l‘f“:‘-,co e iTj: Y/

Denetiame cen p la misura gpettrale relativa all'operatere
o) L4

Q’EO A Q.z_oé- associata al vettere normalizzate i/ ; in altre
weetes (o) (F, 6 () 9)

per .ogni _(L C R , deve Féa ¢ la famiglia gpettrale asseciata
a T - Calcoliame esplicitamente la quantith < £ B ; B>
Da 4, 2.8 si ha:
<BEE>=< B £ (B+AQ L Q. p)s-
[ - Q’Eo A Q&o
, Q, B > .
Q. AQ, &
Per definiziene abbiame EGo= & (,! - Q2 (x>) y per cui
= o £ |

g, — B>
C A,

o < B, (T-a2)A | Qe B > .
: %W—%A% .
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>

o

= - < Q@ B, G AQ l—GLAQEO%

sfruttata la relaziene A Br- 0.

Nell'ultima uguaglianza si &
~F
Considerande che Q& B=vy- Ve Y si ettiene
. L
B>

g¥. | <B & __&oc,c‘fﬂ;}__:g____ Y s
ISTIBYE -7
Da |, 3 2 oppure da | 3 # si ricava l'asserte.B
Osservaziene [, 3. [f : Date che 116%0’4 Q%%[[<<}_ é%/) si avra

" ( Qe Ay ) ¢ [o, CI- £ )]

per cui la misura/ﬂgd sard una misura di prebabilitd cen supperte <
centenute in [_o} 4 - %%:]

Una secenda famiglia di misure & pessibile ricavare se 81 considera:

& < ¢ "/Lé la misura spettrale assecista all'eperatere
éiso/A <§; con 6§€: come in [ g, |4 , relativa al vettere nerma
lizzate: ~
dove . <

: £c)’ ) B (o
Co = J(S (""'—“‘50 ‘ l d'fx
In questo caso avremmo;
éw-'-' ‘ 'd 51 .:_..E_'—_ .[_%7 - go Cot .—-.——-—--—»A OL/JE:(.H)
st g’ [ - A

La misura /ués avra supporte contenute nell'intervalle [o} %5._1;] .
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CAPITOLO TII : Caso non lineare
Affrontereme le studie 'dell'equaziane di Maxwell indipendenti

dal tempe, in una regiene ,_g di ﬂ{,s quande il tensere dielettrice
¢ (x) dipende dal campe elettrice & (x) . (rispesta nen lineare
delsmezze).

Nel casge lineare, l'egistenza e 1'unicitd della seluziene delle
equazieni, con particelari cendizieni al berde, erane una censeguen
za del lemma di Lax-Milgramm. Nel case non lineare un prime preble-
ma sard di dimestrare l'esistenza dells seluziene.

A duesto propesite, ripetende l'analisi fatta nel capitole preceden
te, riscriveremo, facende eppertune ipetesi su ___E__ y 1e equazieni d4i

Maxwell, insieme alle cendizisni al ‘borde, nelle spazie di Hilbert

2 k)
(L (S)) nella forma:
: - M, o~
x) E=B+T (g B)
d@verr’ s questa velta, & un operatere non lineare e _5 ¢ sempre de
terminate dalle condizieni al berde. Analizzande (%) prevereme un

teorema di esistenza e uniciti della soeluziene,

{2.1) Equazioni di Maxwell nel c230 non linezre.

Sia ,S un deminio limitate, semplicemente connesse di [R/S H
sia é(g) un  campe di tenseri dieletirici dipendenti dd veitore [
I1 tensere é (5‘) (x) peotrebbe dipendere in maniersa locale oppure
globale da E x> ,

Esempis

(a) dipendenza lecale:

E(E)) = Elx, E) )

P 2
deve € 2 un campe tensoriale su .S x K"
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(b) dipendenza nen lecale -
= o € o
EcJ- QL_‘I)CX) = Eipx) + %L.TCX-\&) %).O %

J

deve g e &?) sene campi tenseriali rispettivamente su ,§><,S e g;
non dipendenti da C . :
Sul campe tenseriale faremo le seguenti ipetesis:

(1) per egni xe .S e per ogni g € H 9 ;%(E)C") & un tensere
simmetrice. Ineltre, esiste una funziene _J, - R — 1RF 1imi

tata su intervalli limitati tale che:

lecesol, = iz}:é | (900 ¢ K ChEl,)

cen l', nerma delle matrici.

(ii)esiste un numere vesitive ol tale che per tutti i vettori EJE H

£ (E)¢x) 2 o T AVAVIPRRS

Le equazieni di Maxwell saranne in queste case:

D E-—-: D L:; \'/X PR 3
| ™ f;;% < S LT 42 3.
.44 2 _
o x

con particelari cendizieni al berde.
Le 2.4.4. riscritte ceme equazione alle derivate parsziali, nen
lineare, in ferma di divergenza, diventans:

2 (eg(x, V) 2 PL) = o (3"'3)

@XL @K:j—

l._s'.)—';l

Per ¢. 1. ¢ definiame le condizieni al contorne ceme in (1. l) :
Definiziene <.[. 3% : Sia \/ un settogpazie chiuse di H[(fi) tale
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che V 2 H;{ (S) e sia 4: € CiCS), qbo ¥ O tale che 4>O§LV

Direme che ?‘; & seluziene debole di (.J, 4.&) con cendizieni al ber
de V, @ se: : ) |
C } O) ¢ . CPO - LIJ E.JV

e in piﬁ\]zia seluziene debole dell'eguagziene:
3
{
E __a?x_, <8:]- QV¢O+V‘P)(,><)/5@_ Cci)o.t.\-}’)(_x)=o

LR

Llﬂ:l

X

Peniame G =V & | gia )"‘( ceme nella definizione I.|. 6 e
l'operatere definite in l | -
Seguende la linea del paragrafe (1.1) =i pud riscrivere la prima equa

zione di (<. 1. 1)  insieme alle condizioni al conterne (V, $,) ceme:

AE-E-B (2.1, %)
Ineltre, l'ipetesi (i) implica che per ogni € e H , é:(g) & un

operatere di meltiplicazione su H - Percid ¢ . E ¢ H e 1a

seconda dell'equazioni di (2. [ ] ) pud essere scritta nella forms:
AEgE) E=o (2.1.5)

Sia L__':C—, H una soluziene di C.Z,[_4-> e (.3,[_5) .

Definiziene <.\, G @ Denoteremoe con E+ il piG piccele numere pe-—

sitive tale che:
polele)eo - g T e o
xe 8

Osservazione <.!.¥ : per l'ipetesi (i), &+ & minore di + oo .

Definiziene . (. % P Sia g, > E, « Indichereme con QED((E‘,) (x)

la matrice:

_ Z2
@%(E-i)(x% £~ EL%?;@ (€.1.9)
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Ovviamente ng (€))% una matrice simmetrica cen nerma stréttamen-—

te pidt piccela di 1., ILa QZ. [.9) ci permette di definire, ceme abbia~

me fatte precedentemente, un eperatere di meltiplicaziene su H y

che c‘ontinuereme ad indicare cen Q £, ° Con gueste definizieni, se-

guende fedelmente la dimestrazione del tesrema di rappresentaz:.ene
.2, ¥ ) & pessibile dimestrare il lemma seguente:

Lemma <.l | ! Assumiame le ipetesi (i) e (ii). Sia £+ definite

ceme in <.|. 6 . Allera, per egni &, = a_ le eguagzieni (2.i.4—)

e (-8. . 5) gsene equivalenti alle equaziene:

E<B+AQG | Q. B 2.1
g (2 1)

deve ng & definite ceme in “J,{, 3

Dimestraziene: vedi teerema | 2 ¥ .

In maniera analega & pessibile cestruire una seconda famiglia di equa

zioni equivalenge a (8_ | 4—) e (-5, l
Definiziene <. . 12 1+ denstereme con é—_, il piu grande numere rea-

le tale che:
mg

Per l'assunzione (ii) si ha £_ >o .

um

‘;(_)c)—& .L!ZO

Definizione <.1.13: Per ocg, ¢ &_ , definiamo:
~ Vs,
Q, ()0 = (gtexw) _ I) C VxelS
o —-——-—-w-——-—go

Le matrici ng sene .pesitive e limitate.
Lemma <. 4. 14 : Assumiame (i) e (i1). S8iz £_ ceme in def, (_2' [, [g})

—

Allera per ogni o< £, < £_ 1le equazieni (<. L4) e (<.

sone eguivalenti a:

S

E<B_AQ L QB (2015
7 kg Ag %2 _C_-
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S

Qg, ®cemein J.[.13 |,

Dimestraziene: vedi teerema 1. <. ¥

~/

Nel case nen lineare gli eperateri G%% e CR&: dipendens ,da Eg
quindi, le equazieni (2. 1. i) e (Z.LlS) sene equagzioni cui £ deve
seddisfare e nen pill rappresentazieni per £ come nel case lineare,

2.2 Teerema di esistenza e unicita.

Nel seguite studiereme 1'equaziene (3 1) (e che & 1o stesse
la (§ l5) ). Coeme abblame gid settelineate 1a 62 [, W) & una equa-—
zlone nen lineare in E' per cui bisegnerebbe stabilire i’esisztenza
di almene una seluzione. Nei mostrereme che, in particelari condizie
ni, & pessibile provare l'esistenza e l'unicitd di una soluzione per
( LD - Le assunzieni che fareme verranne denominate Ycendizie-
ni di debele nen linearitia", Pid specificamente’ - supperreme che «_f,(l_i) (x)

abbia la forma:

(4ii) E(EX) = ?5(.><)+‘Pa (&) )
~ o2
deve f &CX)[e L_ (S) e ineltre
L - .—_..
x\:{; ’ 60@ ‘L! z 0 per qualche E. >o
E A sarad un parametro reale positive.
Osservazione <.<.|. : L'ipotesi (i), ci assicura l'esistenza di una
funziene s .
+
C:. Bx® — g
limitata su insiemi limitati, tale che:
sup | P Lg)oo’ ¢ e (d,lEN)
xe 5 A
Definizione <..2.4 : Direme che per l'equaziene (<. L) valgene

le "condlzlanl di debele lineariti" se esiste una funzione crescente:

b R'—= R con 2 (%)= +o

_..\,-I-Oo
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tale ches Sup € bk) — o Per A — o

| b¢ p(a)
Osservaziene (2.2.3) ¢ Ovviamente, se si assume la def, (3 <) .,
guande A tenderd ad assumere valeri picceli, “ \P (E)“ nen
petra prendere valeri grandi anche ge ” E[l tenderd a crescere,

I1 problema di trovare una seluziene di (. 4. id—) in una eppertuna

afera di raggie r’ delle spazie di Hilbert H ’ pub essere vists

nel mede seguente:

Si = — .
ia Br,jch. “.E”dsfj
la sfera di centre nell'erigine e raggie [0 in H .

() < oo (e )e) (22 4)
<¥ep ’

dove 2;_ ¢ la funziene definita nell'ipetesi (i),

e sia:

Per egni &, > E+((°) » Consideriame l'applicazione dsa @){o in H
definita da:

= l

dove |
Qg, CW)09) = (I-— £ Cws By )7

Dall'ipetesi (i) segue che Qfo(W) (x) una matrice strettamente posi-
tiva unifermemente in .,51 e in P

E' ovvie che prendende W= E - g si riottiene Qﬁ] (€E)(x) come
definito in (.3, l 9) » quindi, pessigme dire che le soluzioni ai
QQ. L) sonme i punti fissi dell'anplicaziene d; . Per dare
una prova dell'esistenza e dell 'unicitd di un punte flSS@ per c{)

in una oppertuna sfera @r ai H y . Sara necessario dlmastrare che:
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(a) ¢, lascia imweriante la sfera Bp

(b) ¢, & una centraziene.

Verificati i punti (a):e (b) =i petrd arplicare il ben nete teerema
del punte fisse.

Per verificare il punte (a) dimestriame il seguente lemma:

Lemma 2.2.6 ¢ Assumiame (i) (ii) e (iii), allera:

esiste A > O ed esistene due funzieni:

' +
Pi:EO:f\o] —> R y Pa i Lo, 6] — R
tali che l'applicagziene: qu P H— R

definita in (2.1_5) cen

(=]

~ 2
Qg (W0 =(I- 4 (&cz.>+ \PA<U+_1§)(A_<>)

‘lascia invariante la sfera Bj: di H per P tale che:

P ps PCA)
In pit R, (A) —=> + o quande 3 —> O

Dimestraziene:

Considerande che A & un eperatere di preezione e quindi 1A, <4 ,

dalla definizione di ), si has

I0alla < Qi o=z 81,

Dall'ipetesi (ii) segue che:

Ja so EC(ua)(x) » oL Vxe S . YE e H
da cui: -

-

Ve
QE.._. (w)(x) < ('{ - g‘— T Vxe S
o
In pil per 1l'ipetesi (i), Qs A Q¢ & pesitive e tale che:
b o

Qe AQeo i s J@y 1% < 4
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Allera:

W

(T-QeAQel) I, > 1T-Q.

e quindi:

&

(T~ QechA@e) M s 1(T- QEY 1, -

St £o __E;g
ek TEm S 2
In definitiva se:
€0 > 3up £ (E)(x)] (2.2.%)
allers:
(U, < (_3_ - 4) e, (2.2.8)
Poniame:

g, = swp E(x)]
* EGPS
Allera (2.2 3) sussiste se:
o2 E,v (A, (KBl nwiZ ) (2.2.9)

Ma se (2.2.5) sussiste, si has

£+, e (A, (U8B, +ptoy2)?)
|, (o)l < (f : . )ﬂ&ua

Quindi, assumendo (i) e (ii), dla lageia la sfera invariante se:

£ o+ e CA, (uBye + ?1)%J 1Ry,
ol -

(2.2.10)

Segue allera, dall'ipeteéi (iii) e dall'esservazione che fissati

fanl

£y, €< 4 UBU , si pud trovare A, >0 tale che per O¢ A ¢ ),

la (2 .2.10) 'ha almeno una seluziene e quindi una minima e una massi

ma denetate rispettiivamente con 5 (A) e P.Cay .
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LB,

M Mme

In pit & facile vedere che Folar—> co e P(A) —=
quande A —= © B
Dal lemma dimestrate e dall'esservaziene che (2-2.10) & infinitesi

ma in |G, y Si pud ricavare il seguente:
Cerellarie 2.2 ? Suppeniame che sussistene (i) e (ii), allera
per egni scelta di A, o £, ) e _ si pessene trevare una
costante €,50 e due funzieni pesitive The 6y @ [0, CoT —>R
tali che . lascia invariata & per £ tale che:

Callign) < P < Gy (Bu) .
In Pilt Gy (a) —> © e 65 (qa) —» o quande < —= o . O

Le stesse censiderazieni fin qui fatte, pessone essere ripetute sen—
za alcun mutamente rer la equaziene (2.4, 45) . In altre parele,

le seluzieni dai (2.4. 15 ) pessene essere viste ceme punti fissi di ung
particelare applicaziene Ya y Costruita ceme d),\ cen gli epper—
tuni campbiamenti. |

Per l_a verifica del punte (b) dimostriame il seguente:

bemma 2.2./2 . Suppeniame (iii) e assumiame che esistsne due fun -

zieni:

Q4 R —> R limitata su intervalli 1limitati
(1v) p o RY—. 2* ¢crescente, cen G B(A) = + oo
A=z 0
tali che:
Sup () —= 0o
Ps pla 9a A O
=

| Px C104) - Pa(w) loo & Wy -, o Gra(hwally « g agullo)
per tutte le ceppie v, W, in H . |
Allera, ® pessibile trovare valeri diX e P per cui d);,.é una centrazie-—
ne ceme applicaziene da Bf in H .
Dimestrazione: dalle ipetesi e censiderande che
Qe, (W52) = Qf (Wuy= Palae ) - 9, (aurm)

si ha la stima:
I @, (W=D i)z s | We-wWall, 9, ((Wall, +y «o‘aua) //(Ggo(u&ﬁ Qg (o))l

P -
Dl G—Ep (“-&Ji) *'Q&o(“da) “ ” Q.EO((J )AQ{,('U-J )] U ” @Eo (‘W})" ﬂ 4 an(_u.&)}ﬁ( QEQCU%) ” i{g‘_“a]
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penende: €, (P) - s;:.\of e (A,
6 €6 <

si cenclude che ame |
Eo> £474 E4(P) , MWl (lwal< § (2.2.43)

allera

W Pa (wWud- a(uwo) <

-4 .
43! 5 2
€ e, (7) -1 1t B8 2.2.44)
Clasy-wan g ep) (4. €le @) rieyiausy,
2 (1)
Sia & (¢, €, X)) il punte 4i minime asselute della funzienes

T(ea) = (1- a&"+§:c?))“" [(&) -]

(1) ~

definita in E+" +CA(P) € €0 ¢+
Sia :
RK(p e e 4y = T£°[£°=€o

Per €,- £, , se W wry uo_,“”f.”z ¢ £ 8i ha:

Wpatwnd- Palwdll, € (2 py R (P&, €2 AVUBI, Uwde-Wall,  (2.2.15)

Per ogni P>o sia Nec R'x RY definite das _
Ne= Tk P Fal2p) K (R €7 6P A)b ¢4} (2.2.18)

Poichd 3:1(6)~>0 unifermemente su insiemi limitati, perliBi, figsati

€ per ogni P>o0 si pud trevare As(f I8), ) tale che:

(A IBY, Ye Np V' os Ne Ay

Similmente, per A\ fissati e egni P>o si pud trevare Bs (.9 tale

che: (2 IBI,)c Ny V¥ os B < B4 B

Dai lemmi precedenti si ricava immediatamente i1 seguentes

C2 2.13)

Teorema 2.2.48 : Assumiame (1), (i1), (iii), (iv). Allora, per B rfige

te & pessibile trevare un A4 >0 e due funzioni Fa s P, defini-
te in CO, As]l e a valeri in RF s Coén f?_ —>+ oo Quande >‘-—->‘.O,

tali che, per tutti o ¢\ g A1, 1' equazione (2.4.41) ha un' unica ss-
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luziene in 822(_&) . La nerma di questa seluziene nen supera il vals-
re di j«l CA) o

Dlaltra parte, per AN>o0 fissate, si pud trevare @ﬂ >0 e due
funzieni §«x < &, - [o, pyI—> R Co(p)->a , 0% (pI->0 quande fp—=0
tali che, per tutti B cen OslGI<R , l'equazione (2.4.44) ha
una unica seluziene in Eﬁ;(nan)' La nerma di questa seluziene nen supe—
ra il valere di (1B ) .

Dimestrazione 13 I risultati seguene direttamente dal lemma (9..'2..6)

e dal lemma (2. 2.A42),

2.3 BRappresentaziene per la cesiante dielettrica effettiva. ( Case

nen lineare).

Definireme la cestante dielettrica effettiva nel mede seguente:

i

(xxNdx= L <B g(er)e> (2.2.49)

e* L o4 5 (Bix), e (EVx)
I S1 = IS

cen (»,-) predette scalare in IR° y <+, > predette scala-—
re in H ,

Usande la (2.4.44) e ricerdando che E(ENx)= 4 - Qé(@j(i),

si ottiene, per tutti gli & per cul vale l'equazione (2.4.442) .,

* :
_ 4 _
et 4 {< B E(EIB-E<QeB Q@ ARy, A Qe 5} (2220)
— "z l‘QgcAQEQ
Indicande cen M, la misura di Berel.- pesitiva sulla retta reale
(misura spettrale) associnta all'operatore @; A Qe, relativa al vetto

Tre non normalizzate Qs B y Si vede facilmente che:

-~

%
€~ {< B &R > Eaj EEr il PRy

SUBHG
' P(Qe, A Q)
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Be alcuni casi & pessibile lasciar cadere la restrizione che A4
oppure (B0 gig picecele e dimestrare il risultato di unicita della
seluziene anche per valori del parametre di nen linearity abbastan-
za grandi. Ad esempie queste avviene nel case in cui sfere identi-
che di piccole raggie, cen tensere dielettrico non lineare, sone pe--
. . . . . L . . o
ste nei centri 4i un reticele cubice che & immerso 11 un mezze omege

nee isetrepc di tensore dieletirice £-T . Per mzggieri dettagli ve

ai [2].
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CAPITOLG III : Caso probabilistico

Censiderereme il caso in cui la distribuziene del dielettrics

Eéhié data in maniera dettagliata, ma 2 conosciuta sele attraverse
una distribuziene di prebabilita,

Nel capitole che segue dimestreremoe che anche in queste case la des-
scriziene del problema atiraverse equazioeni del tipe(}?.!.l!) e
(Z.L lF) cton oppertuni operateri %\ e Cl{o ancora adeguata,
Riuscireme,in queste mede,a cestruire una Tappresentazione per il cam
pe elettrice, e Cconseguentemente della costante dielettrica effetti-
va, in un mezze "stocasticem, I risultati seno applicabili, quasi sen
za alcun cambiamente sig a2l caso lineare che al ¢aso non lineare,

Per semplicitl daremo 1 risultati solamente nel case lineare.

(3.1) Richiami:

Per precisare in maniera dettagliata lo schema matematice in cui rien

tra il problema che stiamo per affrontare, preferiame richiamare pre
liminarmente e sinteticamente alcuni concetti di Teoria delle Preba—
bilita, Teerig Ergodiga e sui Gruppi Unitari a un rarametro su une
spazio di Hilbert, che saranno utilizzati per tutte il capitole.
Teoria delle Probabilita.

Definizione 3.1 1. : Sia —fL un insieme i cui elementi verranno

denominati eventi elementari, Sia‘g(jl)tnnz G'—algebra ai (2 ossia
una famiglia di sottoinsiemi di {2 chiusa rispetto alle operazioni
(in numere finite e numerabile) di unione, intersegione o complemen—
taziene. Congideriame, ineltre, su E}(jl) una misura /M, pogitiva,
¢ —additiva, a massa totale uguale a ung. Definiremo spazie di nro-
babilith la tripla (2, H(Q), ).
Definizione 3. (.2 2 Sia (. ,]}Csz,/Mﬁ) une spazie di probabili
t&, Una funzione .f definita in {0 a valeri in uno spagio vetteria
le\/-, misurabile su (L ( cied $~?(A)éf}CDJ per ogniA ingieme

di Berel di.\f ) sard chiamata "variabile stocastica a.valori inX/-".




- 32 -

Definizioene (3. [, 5) : Sia i; el — V una variabile stecasti-
ca a valeri inV -La misura su V definita da:
}bﬁ (A) -_,_/L {LUE‘.Q_'. i(w)eAE Loh Alaor-c.ll.d.hfa oL.:V
¢ chiamata funziene di distribuziene di f .
Befinizione (3 |, 4) ! Siane ‘:f (w) |
1

stiche a valeri inV » La misura su Y definita das

}Lﬁ.--—-,%. CA)v&{weﬁ_:fle)eA;’ _;-} ﬁhcw)&/\h_j

Ll Y

’ﬁ (W) n variabili stecg
n

coen A[; ingieme di Borel div y DETr | - 1t1, -,
& denominata distribuzione congiunta di ¥ i .
T - T

Definiziene ( 3. 1. 5) & Definiamo camve stocastice l'applicazione:;

$: \K’l’x_ﬂ_—a\/’

misurabile. : ..
» 5 + - - - - 3
E' ovvie che per x ¢ (R fissate i(g ,*) & una variabile stocasti
ta a valeri inv .
Definiziene (3 | 6) : Un campe stocastico tale che le distribuzioe—
ni congiunte 4i tﬁ(&;,w), - $<‘\5n \W) per ogni Cx oo, Xn)
giane uguali alle distribuzieni congiunte di \f(?ﬁ* b ]w), -, :?(Xﬁq.&iw) |

per ogni R_f,éﬂ{,s y verra indicato come campo stocastico strettamente

stazionarie.

Teoria Ergedica.

Sia (&?_} )3,)»0) uno spazie di probabilitda e 'C'b un gruppe di trasfor
mazioni da XL in , con T e 1] ‘
Definigiene (3.1, 1) : Diremo che la misura/u, & invariante rispedt
to a t’b se fissate se (K si has

-1

PLETF) s w(F) ¥V Fe eqy

In questo case si pud anche dire che E’b preserva la misura}{, .

. 2 d
Definizione (3.1, 8) Consideriame H = [V, /"/) cen}.{, mi-—

sura invariante, Sia ‘_? ¢ H . pefiniamo 1'apnlicazicne: T,{; . :?--7 :?OZ'{:
ovvere (T, £)Cw) = 9 (7, 0y

+
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Lemma CB. [ 9) (di Koopman): T&: & un operaztore unitario da H
su H . VEe 1R, .

Dimostraziene: Usiame l'invarianza della misura:
m

(Tb‘-f-,rl_;taz)= J f(’t‘th)) %/U:buu)) J,)M_w) =
<L ,

S

) J’ ‘fcw‘) %/Cw‘) cL)u,Qw‘) = C %‘3’)
Ll

- oo tn T LI o . .
Poichd lb l_t:: ,0 =L , | & invertibile e cosl unitario. gg -
Definizione (3.1.10) : Una trasformazione (; & chiamata ergodica se

le uniche funzieni di Lz CQ—LOL/-V) taliche:
for = ¥ WVeeR
seno le funzieni-costanti.
E' utile esprimere l'ergedicitl in termini di misure.

Proposgiziene (3. K 'Z; é ergodica se, e solo se, per tutti gli

insiemi misurabili F < _{

-1 F)=0 oppure = |
T, CF)=F VYt => M(F)=0 om /wcF)

Dimostrazione ! Supvoniame che 'C(; sia ergodico e T —{(F)z F VE:E,IK?

Allora, :? = XF (funziene caratteristica di ) & una funzig
ne invariante, evvere: :?o T, - _iz ; cesl X. @ costante quusi ovun
que il che implica }/(,LF-) = O oppure /u,C.F)=f .

Inversamente suppeniame che 1z seconda condizione sussista. Allera
{Wl ‘_?(_w) < q,_} e invariante sotte TL cosi J?CW) < Q@ quasi
ovungque o>pure _F_Qw) zQ, quasi ovunque. Poichd® queste & vereo per tut

ti gli q, , ﬁ@{) ¢ costante quasi evunque.B
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Gruppi unitari ad un parametre — Teorema di Stone.

=
Definizi@ne(g.l.lé) ¢! Un applicazione t - \& da ﬁ{ nelle spa-

zio degli operateri su une spazie di Hilbert, soddisfacente a:
. mo . . o T
(1) Ve & It € un operatore unitario e /t+5 = %-7;
per tutti St e R -
1
(ii) se 3?(__ H e t"—)to , allora | ¥ —> ]to#’—

@ chiamata Gruppo unitarie ad untparametre fertemente continue.

et
Teorema (3.f.|5)(di Stone): Sia.,b un gruppe unitario a un -arametreo

fertemente continue su une spazie di Hilbert H +« Allera, esiste un

operatore auteaggiunte¢4 tale che:
Wﬁ vE A
Dimostrazione: vedi per esempie Llio]

Definizione (3.{.14) s se T & un gruppe unitario 2 un parametre for—
£ p A
ik

temente continue, allora l'operétore autoaggiunte,4- tale che(Taz_g
¢ chiamato generatore infinitesimale di 71 .

Utile per la caratterizzaziene dei generatori infinitesimali dei grup
pi & il seguente :

- [y
Teorema (3.1.15) : Sia Ib ul gruppo unitario a un parametro forte-

mente continue, Sia D un deminio denso che & invariante sottoqz e

su cui TE e fortemente differenziabile nell'origine:
~ - r-r
cioce, esgigte Q@m ltiﬁ -5£ k/-ﬁ D
T <
two + —
Allora:.L. volte la derivata forte 4i lb ¢ essenzialmente auteaggiun

7
ta su ) e la sua chiusura 2 11 generatore infinitesimale di lt

Dimostrazione: vedi'[(o]
Spesse & utile il seguentes:

Teorema (_3-1.f6): Sia /x un generatore infinitesimale di un gruppe
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_—
IE: fortemente cen‘blnua e sia D un insieme lineare dense in D(A)
Se per tutti ‘b IK, : D D (lascia invariate D ) allera, D &

un "nuclee" per A ’ nel sense che la chiusura di /-\ rigtrette a D )
uguale ad A .

Dimestragiene: vedi [ 10]

Nei c¢i servireme di una generalizzaziene del Teorema di S'b@ne.

Teorema (3 .| 1¥){(Stone generalizzate): Sia X ¢ [R” &—-—-.—7'T|

x'l"‘jxﬂ
un'applicagiene fertemente centinua dlm negli eperateri un:r_tari su
une spazie di Hilbert tale che: |5+3 = ey e ‘T; = |

Allera; esgiste un deminie L) di essenziale auteaggiuntezza Per egnu-
T
no del generateri LJ' dei settogruppi ad un parametro: ‘0;--- x; o ;
1 ’._.._’
ogni LJ Do D e gli L commutane.

Dimestraziene: vedi [io_]

{3.2) Formulaziene del preblema prebabilistice.

Per semplicita, nel seguite trattereme nei dettagli sole il ca-
so in cui £ Cx, w) » 11 tensore dielettrice, non dipende dal cam
pe elettrice E 3 in pil, ci perremo melle condizioni di trattare
il .problema di un mezzo dielettrice infinito a cui & apolicato un cam
pe elettrice esterno costante. Comunque, i risultati che si ottenge-—
e sono generalizgabili sia al caso non lineare, siaz al caso di una
regiene limitata di RJ?’ con particelari condizioni al bordo.
Consideriamo uno spazie di vrobabilita ( L2 ’3(9_)/%).

Sia £ Cx W)= (565- Qx,uu)) un campo stocastlc@ strettamente
stazionarie a valeri tensoriali, con X% < K , We L2 ,ouT=42,3
Su £ w) facciame le seguenti assunzioni: '

(1) es:Lstogm ol, > ©  reali, indipendenti da X e da w tali che:
Z 're i 2 ) 3
e g % &5 (5, w)\g-'%rsﬁ’c:. §, Der ogni ?:(gt.gz,gs)e K

(ii) E.'J-C»“:..,bu) - gf,; O, w) | per tutti c)‘_\'gj‘zl 2 C_g_e,_

VEC—_-_"KJSr \VINE.J-L




- 36 -
Per la definizione (31.6) le distribuzieni congiunte dis
Eip O, W) ,&cJ-Os_m )W) sono le stesse di &T(")—‘m'i‘& y W), oo
~-££j‘(_?im+ﬂl.w)per egnin -pla di punti X ---oo X di fR e per ogni vettere
J'e B” . Pid specificamente, assumeremo che esiste un gruppe di trasfor-
mazieni Ty , Xe le da (2 in{) che & 1-1 e preserva la misura/% di
probabilitd. Z}_‘, sard, inoltre, agsunte ergodice. I1 gruppe di trasferma
zieni G :agisce su {0 , induce un gruppe di operatori (vedi Lemma@. L ‘3))
sulle s;adie di Hilbert delle funzieni a valeri reali, LLLQ , oL/u) ycem

predette scalare: ~ ~ ~ ~ 2
(zﬁﬂ:Jﬂﬁcw Feoydp cod 1§ & el dy)
11 gruppe di eperateri T.’s su L‘"Cﬂ@,ﬂ)‘e date da:

Cﬂg ,f) Cw) = ?(_’3:5 (W) x e ﬂ?\3

Poiche Z_}r preserva la misurajﬂ’p’gli operaterir; fermane un gruppe unita

rie su La' C—(L,o\,)p) . fortemente continue. Indichiame cen LK i genmera
rpt : .
|

. . * A
teri ea.n‘cia.u’sﬁszs.g;giunti‘:(LLK)=(L LK)Jdei settegruppi i ¢ deve K= 1,23

‘e_ il versere dellakK .—gima direziene. Per definizione:

LK :ﬁ: Liom [—‘Lﬁ$" :?‘ = arfl
two t Xk X =0

. 2 L
con il limite definite in sense di convergenza in | CQ,oL/,(,) per elemen

ti -{\9 nel dominie di Lk « Gli LK sone auteaggiunti, chiusi, densa-
Z
mente definiti con demini D{, « Al sottoinsieme chiuse di L CSL, o\,);.)
NESN ﬁ D. C32.2)
=1

si puo dare una struttura 4i stazio di Hilbert definendo il prodetto
interne: ‘ 2 ~ ~
Cw, &F):J W (W) AFC L) ol,ﬂ, Cw) 4 L bew) L W (w) d//bcw;

&8 |

L=y
L
H potrad essere considerato uno spazie di Sobolev probabilisticoe. Con

sideriame i1l seguente problema elettrostatice: Trovare un campo vetto

riale stocastice stazionarie EL- Cx,w) t=1,2 3 tale che:

(1)
D EL C_)(' UJ) = ____'_D_ﬂ_ EJ-CXI(JJ) E)S'l-‘-' lIZ.?’ (58, 3/

X Ix;
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3 .
(II) 2_ %.9; (&g Cxw) E5Oxyw)) = o (3.23)

633‘=l

con E£iv seddisfacente (1) e (ii)

-

2 che seddisfa inoltre:

(III) J Et; C.f.(; h\)) OL/-(_/ C.‘AJ) = BC C =t|'a|. 2

cen _P_: vettere costante assegnato,

Ne}l'ambite- della fermulaziene fin qui data al problema @& pessibile
dimestrare l'esistenza e l'unicitd della soluzione di (3. 2. 5) attra-
verse il lemma di Lax-Milgram,

Propesiziene (3.2.4), 11 preblema (3 2. 5) ammette una ed una

seluzione in | Y ( IS¢, o\z}b)

Dimostrazione:
E@iché ogni cosa che riguarda (3. 2--5) deve es:zere stazionaria, noi

cercheremo soluzioni &! nelia formas E,; (x, w)= E; Ce, w) (3% 2, 5’)

Considerisme le spazie di Hilbert H cogsl definito:

l__{__ %Cw)&H (= L2 3 IL‘:%":L\T:E; in:Esenso debole e
CCLU) ol (W) =0
Ja »

Consideriame il seguente problema variazionale:
—~ G

Trovare G, Cw> 5 |4 tale che:

o~

J' b &Tycw)(C;}Cw)*BJ—) £ W) @(ﬁcw)zo \/f?éH 12,5

l:‘ T4

Foiche sussiste 1'ipotesi (3. 2. l) questo problema ha un'unica selu-

-

ziene per il lemma di Lax-Milgram.,
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Chiaramente: EL-(-"U) - CTg Cw> i Ec
¢ 1l'unica seluzioned 3.2. 3 ) attraverso ( 3.2. 5> N |

(3.3) Eguazieni di HMaxwell nel case Drebalistice.r

In questo péragrafa dimestrereme ceme giam pessibile rifermulare
eppertunamente il preblema (3.2.3) in termine di un'equazione nel-
lo spazio di Hilbert L™ (L, ck i)

L'ebiettive verra raggiunte cestruende esplicitamente 1'operatere A
di preieziene,

Come abbiame gia V1ste, il teerema di Stene ci assicura che i genera
teri infinitesimali l_ del gruppe fx hanne un nucleo dense

L cemune, che ha struttura di spazie di Hilbert,

Definizione 3.3 .4 { Indicheremo con ﬁ l'operatore definite im

. (H 4)3’ nel medo seguente:

(f\f’)f{(@ LK“‘T(ZL -ﬁj)(c.u

J =i
VFE2 (P #2, £) com £ie (O d)AHY <odas
3 2
e con Lzzﬂ% L,

Osservazione 3.3, 2 ! B' immediato verificare che essende gli L{,

: 133
operatori autoasggiunti chiusi, l'operatere A & chiudibile su (H ).
4

Inoltre, A 2 wniformemente limitate da L su [+H% 3
2

Definiziene 3.3.3 : Denoteremo con A l'estensione a (L_ (iv_ld/tlD

ai A .

Csservaziene 3.3 4 : A & un operatere di prdeziene, commuta con

4
Ty Xe R® e in pit Ty lascia invariante H .
Lemma 3. 3. 5 : Le equazioni (3.2 .2) sono equivalenti a:

(1) AE (V= E(w)-B
(I1) A £ () E () <0

(3.3.6)
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dove £ (w)=~ £(0,c0)

con la cendiziene '
jc{/«l(w)ECu-’) =B

Dimestrazienec:

Censideriamo le spasie di Hilbert [ ‘(Q) definite in (3.9 2) .
Indichiame con H™"(LL) il duale di H QY .
(1) Vegliame prevare che:

3 -
Z % € (%, ) f:)- (x ) =
gya0 KL
£
:';f,_‘:;_ %— §4 ( t—,)(x"'t't‘ W)k (X444 o) - &g (& w)EJ(—wi)>

esiste come elemente di Hﬂ(_O_)_
Infatti, se ve¢ H (L) si hat

i’ jﬂ(L;_‘“P)(U)(Ec)' () E_,'(k.o)) d’}‘ (W) =

L

7'*:-:>D ()4

3, _
= L %2_‘ j?(LO)(( Ve7 “I>E,J (wo) EJCU’)J Cf/.((w)-—.
Lo

_}_'
T e A D 190) (25 (6 W) B, (12 w)- . ; (0 €5 (00) ) dl ()
ty=d

Re S

L'equaziene (II) 4i (3_‘2,3) sard, quindi, soddisfatta se, e solo se

-

j(L PI0) (&5 (W) E; (w) dﬂﬂw) = - (3.3.3)

1)—‘

Yo R () ' : : -
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Ma (3.3.3) ei dice che £ («w) & soluzione debele di:
: 3
2L Li(e5()E) () =0
Lj=4 ’
che & equivalente a (II) di (3.2.¢),
Nelle stesse mede Previame che:

d €3, W)l 2 B (x.w)=

—

X Ox;

J

Z@ingt 1 [( Ejls + 42 ) - E; (Klw))*(é"-c(5+’c.‘)\.w)~ E;C&.w))]
esiste ceme elemento di H_l(-ﬂ.).

In pid © E_; () - D E ¢ X . w) - o ¢ equivalente .
O X;

(in senso debele) g LiE; -LjEc=0 4y =49.3 (2.3.8)

Ora, se £ & soluzione di (I) ai (3.3.¢) allora:

3
Bi=Li L X Logg ~me
L2 K=z
3
& =Ly L 2 L &, + B
L2 k=)

essende B un vettere costante si ha che:

LjE.L-LLEjz (LjL;_-LjL;_)(,’_’{__ i Lk Ek)zD

Nell'ultima uguaglianza si & usate il fatte che L,; eLJ‘ commutane

Viij=4,2,3 | Viceversa se £ -8 % soluzione di (3.3.8) sard anche
seluziene di (I) ai (3.3.¢).
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Infattis L; (g, _ Bi) =L (€5 - B;) in semse-dehele; :cie

f L; (€¢-8:) Pl (w) {La (E,‘-Bj)“i’c:f’)u(w) Vpe 1
< Q

da cui:

f(ErBL) (LJ"“P>0U£(MJ)*‘-JLL(E_)—B))‘PC{}J(@) Yee HY
£ L1

fL c (€ - 5;)(LJ' P ) d/uﬁwhfl-f (E;-B) vetulw) YeoeU?
L1 o} .

essende > costante si ha:

3 . 3 2
& bee (4 *P)dﬂf“")“fg: Lo(Ei-e)edute) Ve
Q Q

3 2

da L2= Z'_'. L;_

81 ottiene:

; 1
Jf % Z.‘ LiBe (L; ) duteo) =L(EJ-BJ)~PCI)4@) W re |

<L
3

avveros L). ZLQ L:Z:{ L.E: 2 E; -8, B
Definiame &, , £_ come nelle definizieni (A.2.4) e (4.9, 2)cen gli
inf; e i sup; presi su O

Per &> &£, e 0< €& < e. definiame rispettivamente Qg e th_o
ceme facevame nelle definizioni (4.2.3) e (A9 (3).

Facendo use del lemma (3.3.4) si dimestra, come abbiame gii Tatte nel

teorema (4. 2.7) , il seguente teoremas

Teerema .3 .9 : Le soluzioni del problema (3.2.3) pessone essere
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cesl rappresentates

(1) per E€o 2 &+

E = _f% + AQe, ’ Re, B
I“QEOA @EO
(2) per oce, s €.
' !
_E.. = g - AQEQ 1‘ | QE“’ =
I“QE‘,A QE;
NBe E = E(x.w) Qg = Qeolx,u

E', ovviamente, possibile anche in questo case ricavare formule di

rappresentaziene per g™ nel medo gid viste nel Cap. 1 e Cap. 2.
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