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INTRODUZIONE

&

Scopo di questo lavoro. & di esporre la teoria di Morse in
spazi infinito dimensionali nel caso in cui sianoc presenti varieta di punti
critici. Tipico casoc in cui cid avviene & quello in cui il problema studiato
presenti un certc tipo di simmetria. Lfusc di questa teoria & poi illustrato
applicandola alla ricerca di soluzioni periociche per un sistema hamiltoniano
del secondo ordine non convesso, problema che presenta una naturale simmetria
sotto l'azione del gruppo Sl.

La teoria di Morse, introdotta da M. Morse per spazi di di
mensione finita ([Mo],{Mi],[BS}) ed estesa successivamente da Palais a varie
ta modellate su spazi di Hilbert ([P ], [MP1]) permette di legare la struttura

omclogica di una varietd all'esistenza e alla natura dei punti critici di fun

ria di Morse ha trovato interessanti applicazioni sia in topologia algebrica
([H], [Mi] ), sia in analisi.

Per quanto riguarda le applicazioni all'analisi non lineare,
citiamo ad esempio i lavori di [Pr], [MP1] per problemi di biforcazione, [MPZ]
per la perturbazione, [Chl,[Al],{AZ],[ALl,[L] per equazioni differenziali di
tipo variazionale.

A partire poi dal lavoro di Bott [Bl],[BZ} la teoria di
Morse finito dimensionale é stata estesa al caso in cul i punti critici siano
presenti in varietd non degeneri in un senso opportunc. Motivazione fondamenta
le per questa estensione & stata il problema delle geodetiche chiuse su varie-
ta compatte (si veda [K1],[K2],[B2]). L'estensione al caso infinito dimensiona
le & dovuta a Wasserman [W1],[w2].

I risultati pilt recenti nell'ambito della teoria di Morse
sono in parte legati al problema delle geodetiche chiuse (teoria di Morse

equivariante{BQ],[Hi], comportamento di punti critici isolati degeneri[GMl}



b

[CMZ2]) e in parte leg=*i ad una generalizzazione della teoria di Morse a

flussi ("indice di Conley" [cz],[Pa],[BP]).

sistemi hamiltoniani segnaliamo il lavoro di Ekeland ([E]), che sfruttando ap
pieno le informazioni fornite dalla teoria di Morse trova un notevole risulta
to di esistenza per soluzioni periodiche ad energia fissata. Segnaliamo anche
il lavoro di Chang ([Ch}) che contiene risultati assai simili al nostro.

Il lavero é organizzato come segue: nel primo capitolo vengo
no richiamate definizioni, proprietad e principali teoremi della teoria omolo-—
gica; nel secondo capitolo viene esposta la teoria di Morse per G-varietd e
vengono dimostrate le diseguaglianze di Morse relative; il terzo capitolo é
dedicato alla dimostrazicne di teoremi astratti di esistenza di punti critici
per funzionali Sl-invarianti, teoremi utilizzati poi in parte nel capitolo fi-
nale per dimostrare esistenza e molteplicitd di soluzioni 2m-periodiche del 51
stema di equazionni differenziali del secondc ordine -X=V'(x)+ f(t).

Vogliamo infine sottolineare che tutti i risultati originali

qui esposti sono stati ottenuti in collaborazione con il Prof. A. Ambrosetti,

che sentitamente ringraziamo.



CAPITOLO I: RICHIAMI DI OMOLOGIA

§ 0. Introduzione .

Scopo del presente capitolo é di richiamare alcuni risultati
di teoria dell'omologia necessari allo sviluppo della teoria di Morse. Ovvia-—
mente sono state tralasciate le dimostrazioni. Per una trattazione dettagliata
si veda [D} e, per una trattazione assiomatica, [Sp] e [ES].

In particolare nel §l vengono introdotti astrattamente 1 con
cetti di omologia di complessi, di successione esatta, di operatore di bordo,
di omotopia fra catene. Nel §2 viene costruita l'omologia singolare di uno spa
zio topologico (di una coppia di spazi topologici) e mostrata la sua invarianza
per omotopia. Nell'ultimo paragrafo sono calcolati i gruppi di omologia di =alcu

ni spazi che rivestiranno notevole importanza nelle applicazioni.

§1. Omologia di complessi

1.1. Definizione. Un complesso K & una successione

a

n . ‘n+l
K

di gruppi abeliani K e di omomorfismi ¢ , detti coperatori di bordo, tali che
n

n

° =0 ¥ neZZ.
an an+1

~

Diciamo n-catene gli elementi di Kn, n-cicli gli elementi di Z K=ker( g )= 6—L(O),
n n n

n-bordi gli elementi di B K=im( g _J)=9 (K _). Si noti che ¢ g =0 impli-
n n+ n n+l

1 n+l n+l

ca che BnKCZZ K. Possiamo quindi considerare il quoziente HnKzz K/B K, n-esimo
n n n

gruppo di omologia di K. I suoi elementi sono detti classi d'omologia n-dimensio
nali. Dati due complessi K e K' definiamo come applicazione fra catene f:K'—eK

una sequenza di omomorfismi f :K'-—K t.c. AJ.f =f .35' ¥ n¢gZ.
n n n ‘nn n-1"n ‘

La relazione g = f f& ' implica che £ induce un omomorfismo
nn n-1"n



S 1] [ Fz1]
(=] — (8 0)[z]=[rz]

i

1.2. Definizione. Se K & un complesso € K'CK , n€ Z € una successione di sot-
_— n n

togrumpi tali che d(K' )CK! ¥ n, allora
n n-1

4

§ ) i‘
L e 3'= 3 /K
n n+1

pure un complesso e l'inclusione i:K'— K & un'applicazione fra catene. K'

M

& detto sottocomplesso di K.

5]
1.3. Definizione., Una successione A 2. B — C di omomorfismi fra gruppi abe-

liani A,B,C é detta esatta in B se ker(8)=im(w). Una successione

—_—efp e A e A e f s A —e L., & esatta se & esatta in A, ¥ j.
0 1 2 J

1 Cl“

« c’ - -
Una successione esatta della forma 0 —= A' —= A —» A" — 0 & detta successio

ne esatta corta.

i
1.4. Proposizione. Se 0 — K' —= K -2»-K” —= 0 & ung succcesione esatta di
i
applicazioni fra catene (cioé se 0 —= K' — K L. K; —= 0 & esatta ¥ n)
n n Y
allora la successione
B —Fe pk 2 pge
€ esatta in HK.
1.5. Definizione. Sia
i p
(1.1) 0 — K! —» Kk — K" —= O

una successione esatta di applicazioni di cateria. Si considerino gli omomorfismi

3 -1 o
H K' < p (Z k") =2 H K"
n-1 n n

- £y =1 . . y
ove px:[px] e 8x=[1 d x]. E' lecito passare al quoziente per ottenere 1'omomor
fismo (unico):
=1

d. =4 :H K" —= H K!
* P n n-1

definito da. 8 [px]:[i—l Ix] .



1.6. Proposizione.
a) Naturalita: se

P s

1
0 —= K! — K == K" —= 0

if' | £ if"

O —= L' — L —= L' — 0
J aq
é un diagramma commutativo di applicazioni fra catene con righe esatte, allora

anche il diagramma

;)
HEK" —% H K
n n-1
1 3
£ 1 £L
H LY :§i H L!
n -
& commutativo.
b) Esattezza: la successione
i i
(1.2) ... —HEK Eggx By %y v Xy k% ..,
n n n n-1 n-1

detta successione d'omologia della (1.1), é esatta.

1.7. Definizione. ©Sianc f,g:K —e K' applicazionl fra catens. Un'omotopia di

i

catena fra f e g (in simboli f3g) é una successione di omomorfismi s K —= K'
n n n+1

tali che

3! s +s d =f =g ¥nezw
n{ln n-1 n nn
Se un tale s esiste diciamo che f e g sono omotope.

1.8. Proposizione. La relazione d'omotopia di catena é una relazione d'equiva-

lenza.

1.9. Proposizione. BSe f=g:K —s K', allora ﬁ*zg*:HK —= HK',

§ 2. Omologia singolare

+1
2.1. Definizione. Il g-simplessso standard A consiste di tutti i punti xEEI?

q
tali che:




(a) 0=x =1 i=0,1,...,4

q
() X x =1 ,
i=0

n n
2.2. Definizione. Un'applicazione f da Aq in R (o in ACR ) & detta lineare
+1 n
se esiste un'applicazione lineare (nel sensc usuale del termine) PR — R
tale che F‘ =f,
4 q

2.3. Osservazione. Le applicazioni lineari di A =sono completamente determinate
q

dai loro valori sui vertici; questi valori possono essere arbitrariamente pre-

scritti. Definiamo

(2.1) ' e =e": A —_—
{ Aq

i, i i i 1 i
ove s‘](e )=~ per i< j, sJ(e ) =e per i=j.

j k k -1
2.4, Lemma. s‘] € =& eJ
D g+l q g+l g

2.5. Definizione. Sia X uno spazio topologico. Un g-simplesso singolare di X é
un'applicazione continua =06 : 4 — X, q=0. Consideriamo il gruppo abelisa
a 2

libero S X generato dall'insieme di tutti i g-simplessi singolari. Gli elementi

¢ €S5S X sono chiamati g-catene singolari di X. Per q< 0 poniamo S X=0.
q q q

Definiamo poi un omomorfismo aq:S X — 3 J_X ponendo:
q

q . .
= - J (2] SJ.
3 4e)=) (1(e o))

=0
2.6. Proposizione. La succesione 3
d +1
vee — 5 X 25X S X e ...
g-1 q g+l
é un complesso, i.e. § g9 _=0. E' detto il complessso singolare di X ed &
q g+l

indicato con SX.
2.7. Osservazione., Se f:X — Y & un'applicazione continua e o: 4 —= X é un
q

simplesso singolare di X, allora feo: 4 —= Y é unsimplessso singolare in Y,
q

e otteniamo un omomorfismo

Sf: SX —= S Y definito da (S f)(o J)=fic
q q q q




q
fra catens 3f: SX —e SY, che indicheremo anche con f: SX —= JY.

2.8. Proposizione., La successione S f: S X —= S Y, Qg€7Z é una applicazione
B q q

2

2.9. Proposizione. S(gf)=(Sg)(sf), S(idx)=idsx.

2.10. Osservazione. Se i: A — X & 1l'inclusione, allora i:SA — SX & inietti
va SA pud essere pensato come sottocomplesso in SX. Il quoziente S(X,A)=SX/SA

é detto il complessso singolare relativo di (X,A). Se j indica il passaggio al
quoziente, allora

(2.2) 0 —=SA —i-—e—SX -‘-j-»S(X,A)—- 0

€& una successione esatta di applicazioni fra catene. Si noti che in ciascuna

dimensione si ha S X T8 A @ S (X,A). Si osservi anche che S(X,d)=SX.
q q

2.11. Definizione. Una coppia di spazi topologici (X,A) consiste di uno spazio
X topeclogico e di un suo sottospazio A. Se (X,A),(Y,B) sono coppie di spazi,si
definisce come applicazione fra le coppie f: (X,A) — (Y,B) un'applicazione

(continua) f da X in Y tale che f(A)C B.

2.12. Osservazione., Un'applicazione fra coppie f: (X,A) — (Y,B) induce un
diagramma commutativo di applicazioni fra catene:
0 —= SA —= 8SX — S{X,A) —= 0
|steay st | sf
0 —= SB - SY - S{Y,B) —= O

con righe esatte.

2.13. Definizione. I gruppi di omologia (singolare) di uno spazio X (di una cop

pia di spazi (X,A)) sono i gruppi di omologia del complesso singolare SX (risp.

S(X,A)). Poniamo HX = HSX e H(X,A) = HS(X,A). Poniamo inoltre Rq(X,A) = dim H (X,A)
q

g-esimo numero di Betti di (X,A) e

k
: k-m_
(2.3) 5, (X,4) = 2} (-1) ”Rm<x,A)
m=0
e m
(2.4) X(X,A) = 3} (1) R (X,A) = caratteristica di Eulero di (X,A).
m

m=0



2.14. Osservazione. Se f: (¥X,A) — (Y,B) & un‘applicazione fra coppie; allora
Sf: §(X,A) — 3{Y,B) inducs un omomorfismo Hf = 5*: H{X,A) — H{Y¥,B) tale che

H(fg) = Hf-Hg , H(id) = id. .

2.15. Osservazione. L'omomorfismo di connessione (definito nella 1.5)

5* : H (X,A) —= H A della successione esatta
g+1 a

- i
0 —> SA —= 5X JL*-S(X,A) — 0

& detto l'omomorfismo di connesssione di (X,A) e la successsione esatta corrispon

dente (si veda la proposizione 1.6)
a . . a . .
(2.5) o Ay gy o x My (xa) B Bpgpx B
g+l g+1 a+l a q
& detta successione esatta d'omologia della coppia (X,A).

EEE IR

2.16. Osservazione. Consideriamo ora una terna di spazi BC ACX; scriviamo

(X,A,B). L'inclusione i e la proiezione j definiscono una successione esatta

i
0 —= S(A,B) —= S(X,A) == S(X,A) —= O

La successione esatta risultante (si veda di nuovo la proposizione 1.6}

(2.6) oGy B St (e EE o (x,8) Sy o(am) &y (x,B)—
q+l q+l q+l q a

é detta succcesione esatta d'omologia della terna (X,A,B). Va anche notata la

commutativita del diagramma:

aale
H (X,A) =i Hq(A,B)

g+1
A /3
H A
q

2.17. Definizione. Ricordiamo che due applicazioni continue f,g:X —= Y si dico-
no. omotope se esiste ©: [O,l]x X — Y con ©(0,.)=f, ©(1,.)=g. Analogamente

per applicazioni fra coppie.

2.18. Proposizione. Se f,g: (X,A) — (Y,B)sono omotope, allora Sf,Sg: S(X,A)

— S(Y,B) sono omotope come applicazioni fra catene (si veda la def. 1.7)

2.19. Corollario. Se f,g: (X,A) — (Y,B) sono omotope, allora

fe = 84 H(X,A) —= H(Y,B).

In particolare, se (X,A)=~(Y,B) (cioé sono omotopicamente equivalenti; signifi-



ca che esistonc il:(X,A) —e (Y,B) e 12:(\.’,13) —= (X,A) tali che i 01 & cmoto

no
(ST

po all'identitad su (X,A) e ile i2 é omotopo all'identitad su (Y,B)) allora

H(X,A) = H(Y,B). .

2.20. Proposizione. (proprieta di excisione) Se (X,A) & una coppia di spazi e
[+] [¢]

YCX é tale che YUA = X, allora j:S(Y,YNA)=S(X,A) ove j & l'inclusione. Se
- o '

BCA & tale che BCA, allora j: S(X-B,A-B)=~S(X,A). In particolare

j*: H(Y,YNA) T H(X,A), risp. j*:H(X—B,A—B) = H(X,A).

§ 3. Casi speciali

3.1. Se P & un punto si ha:

HP = 7 HP =0 ¥ i#0
o] 1

n
3,2. Se X # ¢ & un sottoinsieme convesso di IR , allora:

HX = % HX =0 ¥ if0
o] 1

n .
3.3. Se YCIR , Y £ @ abbiamo:

n
H(R,Y) =HY®Z
1 0

n
H(R ,v) =H _Y se g#l
q 1

q_
3.4. Se X £ ¢ & connesso per cammini, HOX = 7Z.
3.5. Definizione. Se i: A —= X & una coppia di spazi, A é detto un retratto di

X se esiste r:X —= A tale che rei = id; un tale r é detto una retrazione.

3.6. Proposizione. Se A & un retratto di X, la successione d'omologia di (X,A)
si decompone nella successione esatta corta

0 — HA £ ux 2%y (X,A) — 0
q q q

3.7. Definizione. Se i: A —= X & una coppia di spazi, A é detto un retratto d4i
deformazione di X se esiste un'omotopia B(t,.): X — X con @(O,.):idx,

O(1,X)CA e B(1,8) = idA. Quindi @(1,.) definisce una retrazione r: X — A
con isr = B(1,.). Si ha che rei = idA e G:idx ior, In particolare i, r sono

equivalenze omotopiche reciproche e quindi i1 : HA = HX.
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3.8, Esempio.
n-1. n n o, .
H(s ) = H(B -{0}) = H (R -{0})
3.9. Proposizione.
i
H(s) =2
° n
H(S) ==
n n
Hk(S Y =0 se k#0O,n
-1
H(g,s ) ==
n n-l
H(B,S ") =0 sek#n
Il
H (R ,R'-P) = %
Hk(IRn,]Rn—-P) =0 se kin




CAPITOLO II: TEORIA DI MORSE PER G-VARIETA'

§ 0. Introduzione

s

In questo capitolo viene esposta la teoria di Morse per
G-varieta. Sebbene sia possibile sviluppare la teoria di Morse anche senza il
concetto di G-varieta, semplicemente considerande l'orbita di un punto criti-
co come varietd critica ed applicando a questa varieta la tecria di Morse co-
si come é sviluppata da Bott [Bl],si é preferito seguire questa strada in quan
to in numerose applicazioni & presente una simmetria naturale che un approccio
di questo tipo rende pil visibile, Nell'esposizione si & seguito il lavoro di
Wasserman [w2].

Va osservato che recentemente la teoria di Morse per
G-varietd ha avuto notevoli sviluppi, principalmente motivati dalla applicazio
ne di questa teoria al problema delle geodetiche chiuse su varietd compatte.

Si veda a tale proposito [B2],[Hi], [K2] ed anche [Pa].

§ 1. G-varieta

1.1, Definizione. Sia G un gruppo di Lie compatto e X uno spazio topologico.
Un'azione di G su X é un'applicazione w continua w: G x X — X tale che
(i) w(e,x) = x ¥ xeX
ii ,X) = y b'e YxeX e ¥ G
(ii) w-(glg2 ) w(gl w(gz, )) X %1’g26
La coppia (X, ®) sara detta un G-spazio. Indicheremo con §: X — X l'applica-

zione data da E(x) = w(g,x) e w(g,x) sard abbreviato con gx. Poniamo:

XG={XEX: gx = x ¥ geG } = Fix(@)

Gy ={g€G: gx = x } = gruppo d'isotropia in x.
Q ={y:y=gx, g€G} = orbita di x
Se Y é un altro G-spazio, f: X — Y sara detta equivariante se ¥ g€G

foF = Bof e invariante se ¥ g€G fog = T,

. . s s s . ) k
1.2. Definizione. Sia M una varietd hilbertiana di classe C e (M,w) un G-spa



zio. Allora M é detta una G-varieta di classe Ck se g: M —= M & di classe C
¥ geq.,
13 Osservazione. Il fibrato tangente ad M, T{M) di una G-varietd di classe
Ck"_1 é una G-varietad di classe Ck dove l'azione & definita da gX= dgp(x)
¥ XeT (M)
P
1.4. Definizione. Siano E,B G-varietd e m: E — B un fibrato vettoriale hil-
bertiano. Allora m & un G-fibrato vettoriale se, ¥ g€G, §: E — E é un'appli
cazione di fibrato, cioé se Eem = mofE. Ne segue che m é eguivariante. Se inol-
+tre m ammette una metrica riemanniana<.,.>e g é un'isometria ¥ g€ G, allora
n: E — B & detta un G-Tibrato vettoriale riemanniano. Se E é un G-fibrato vet
toriale riemanniano, allora poniamo:
le| =<e,e5?
E(r)={ecE: |e]|=r)}
g(r):{eEE: He[\<r-}
J0E(r)={e€E: E%eH: r}
Porremo anche JE= gE(1), E: g:(l) .
S;i_ noti che T(M) — M é un G-fibrato vettoriale differenziabile (di classe C

k+1
se M é di classe C ). Se T(M) — M é un G-fibrato vettoriale riemanniano,

allora M si dice G-spazio riemanniano.

1.5. Osservazione. Se M é una G-varietd e ZCM é una sottovarietd compatta inva
riante, allora n: N(I)— X, il fibrato normale di ¥ &é un G-fibrato vettoriale
differenziabile (si veda [H1] capitolo IV, §5); inoltre,per un teorema di Koszul
[Ko] , esiste un diffeomorfismo equivariante N(X) — U, dove U & un intorno aper
to di L in M.

Sia ora Xx€M e supponiamo che Gx sia una sottovarietad (cid é vero se l'applica-
zione G — M, g += gx é differenziabile). Poniamo:

“ ér} = intorno tubolare di Gx

=

B (r)= N(Gx)(r)= {ueN(Gx)

-1, .
S (ri=n (xi{r;= { ue n (x) : Hu
X

ot

aX )

9]
a3

gr} = fetta in x (dove =nm: N{
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1.6. Osservazione. Sia X un campo vettoriale equivariante su M, sia cio2

X =g¥ . Se o© (4) denota la soluzione massimale di ¥ Jdi condizione inizia
gp P s} 2
le p (ciod se o:Ja,b[ — M, a<0<b, o(0) =p, o' =Xss ¥ tE a,b

e o non pud essere esteso al di fuori di ]a,b[ ) allora liequivarianza di X

implica che go (t) e o (t) sono entrambe soluzioni di X -con condizione
P gp

iniziale gp, & quindi, per l'unicitd della soluzione (ipotizziamo sufficiente

regolaritd in X e M) g ¢ (t) = o {(t). Quindi il flusso generato da X é equi-
P gp

variante.
Se f2 M —= IR & una funzione invariante sul G-spazio riemanniano M, allora
f genera il campo vettoriale gradiente Vf definito da

<Vf ,X> = df [X]

: P P -1 -1

Si noti che <gVf ,X> =<Vf ,g X> =df (g X) =d(fg ) (X) =df (X) =
p p p gp gp

=<Vf ,X> ¥ XeT(M) da cui segue che gV¥f = Vf e quindi VI &
gp £p p gp

un campo vettoriale equivariante.

§2. Teoria di Morse per G-varietd

D'ora in poi indicheremo con M un G-spazio riemanniano
N . 2 .. . . 2 . .
completo di classe C . Sia f: M —= IR un funzionale di classe C , G-invarilan

te. Supporremo che f soddisfi:

-

(P.S.) Da ogni successione (xn)c:M tale che f(x ) & limitata e Vf(xn) — 0
n
é possibile estrarre una sottosuccesione (x ) convergente ad X, con
n

Vf(X) = 0 k

(R) Se xEM & un punto critico per f, allora l'applicazione g: G — Gx

é differenziabile.

E' ben noto che (P.S.) implica (posto Z ={XEM : Vf(x) = O} ):
(2.1) ¥ sottoinsieme chiuso ScM tale che fIS é limitato e ZNS = @ -
esiste & >0 tale che [IVf(u)ll> 8 >0 ¥ u€s.

-1
(2.2) ¥a,bER ¢ ;([a,b])mz & compatté:



La condizione (R) assicura invece che lforbita di ciascun puntc criticc € una
sottovarieta in M.
2.1. Definizione. Sia p un punto critico per f. Definiamo l'operatore hessiano -
@ (f) : T(M) -—= T(M) per mezzo di < @(f) v,w > = H{(f) [v,w] ove H(f) &
p P p p P P
la forma bilineare hessiana [P, §7]. Diremoc indice di un punto critico p di
f‘ECE(M,EU la dimensione del pill grande sottospazio V di TpM su cui H(f)p é
definita negativa. Una sottovarietd chiusa invariante V di M sarad detta sot-
to varietd critica di fse oV=@%, VONJM=@ e se ciascun p€V & un punto
critico per f. Segue da questa definizione che che'T(V)pc:kerip(f)p ed é quindi
possibile definire un operatore limitato autoaggiunto @(f}p: T(M)p/T(V)p —
—_— T(M)p/T(V)p. Se @ (f)p é un isomorfismo ¥ p€V, V & detta varietd criti-
ca non degenere per f. Si noti che ogni punto appartenente ad una stessa

varietd critica non degenere ha lo stesso indice; tale indice comune viene det-

to indice della varietad critica in questione.

2
2.2. Definizione. Una funzione f: M —= IR, fE€C & detta funzione di Morse per
la @-varietd M se soddisfa (P.S.) e se Z(f) é l'unione di varieta critiche

non degeneri senza punti interni.

Passiamo ora alla dimostrazione del lemma di Morse, che
specifica il comportamento di una funzione di Morse nelle vicinanze di una va-

rieta critica.

2.3, Lemma. Sia n:E —= B un G-fibrato vettoriale riemanniano di classe C

2
e f una funzione di Morse di classe C su E che abbia B (cioé la sezione O del
fibrato) come varieta critica non ®tegenere. Se B & compatto e f(B) = O esiste

un diffeomorfismo equivariante @ : E(r) —= E per un qualche r>0 tale che

2 2 .
£f(@(e)) = IPell"=ll(1-P)ell” ove P & una proiezione di fibrato equivariante e
ortogonale.
. . . -1 .
Dimostrazione, Sia E = o (x), i : E — E, p : T(E) -— T(E) /T(B)
X X X X X X

Si ha che di : T(E ) -— T(E). = T(E)
b'd x © i X

(0)
X
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w(f) : T(E) — T(E) , (foi ) : T(E ) — T(E )
4 % 0 X

0 x 0
Ricordiamo poi che dalle definizioni segue che: s
T(E ) =T(E) /T(B) e che
x 0 X b 4
$(f) : T(E)_/T(B)_ —= T(E) /T(B)
b4 X b4 X X

Dalla commutativita del diagramma:

i
E — E
X
foixl lf
R — R

e da quanto osservato sopra segue la commutativita del seguente diagramma:

di
T(E ) x s T(E)
x O _ X
Q /px
T(E) /T(B)
X X
m{faix)o l ' ml c'é(‘f)}'{ l vp(f)x
) T(E) /T(B)_
4
T(E ) e T{E)
X 0 A X
dlx

e guindi si ha che, ¥ X€B, @(foix)o & un isomorfismo. Quindi, in ciscuna fi-
bra, O & un punto critico non degenere (nell'accezione solita - si veda{P])
della funzione foix, e quindi, per il lemma di Morse nella forma usuale (si
veda [P, §7} e [C] per f solo C2), esiste un diffeomorfismo @X che preserva
l'origine, @x: Ex — Ex e una pr‘oziezione Px tale che

foix,@X(e) = HPX(e)HZ— n(l-PX)(e)H in un intorno dell'origine.

Dobb‘iamo ora mostrare che Gx e PX dipendono con regolarita da x e che le ap-.
plicazioni risultanti $#: E —E, P: E— E sono equivarianti.

Sia Hom(E,E) il G-fibrato vettoriale su B di fibra Hom(EX,EX) in x ove Hom(EX,
EX) denota lo spazio lineare degli operatori lineari limitati su Ex e dove l'a
zione di G su Hom(E,E) é definita da gT = g-T-E—l ove TEHom(EX,EX) e

gT € Hom(E x’E X). Identificheremo BCE con la sezione zero del fibrato.
g g




o)

Definiremo un'‘applicazione A:E —> Hom(E,E) equivariante e che preservé le i
bre tale che:

(i) Ale) é autoaggiunto ¥ e€k .

(ii) fle) = <A(e)e,e> \

(iii) se X€B, c'é(f)x-pxadix = ZpXodion(x)

la (iii) é illustrata nel seguente diagramma commutativo:

di p
g -T() ——3 T(E) —  T(E) /T(B)
X x 0 X X X
(2.3) 2A(x)l itp(foix)o 1¢(f)x l (f)
E = T(E ) —_— T(E) —b T(E) /T(B)
X x 0 i X o X X
X X

A é definito da

[ 2, 1 _ _
<ale)v ,v,> = j_ (1-t)d (fow ) aw [V ],dwte[vgj]dt,

w(te)[ te 1

-1
dove w: " (U) — U x F & una carta per il fibrato E inmn(e) e Vi denota
il vettore tangente a te corrispondente a v, EE (e)’ cioé
i n

V., = (di }y [v.}. Si noti che —+ E e quindi

nle) te 1 i"(e): E"(e)
( ) o

e’ T(En(e))] te = Ea(o) —T(E) . - T

di

nie)
s s g . . . .2 -1 . - -
La proprietd (i) segue dalla simmetria di d (f-w ) e'(lll) segue notando che
tx = x se xEB (infatti B & identificato con la sezione O del fibrato E); in-
fatti:
fl o

<A(x)V_,v > = 1-t)d (fow [dm[v]di]dt

()1,2 O( yda ( )w(x) Xl,XCZ]

2 - - —
= (1/2)d (fow ) dwx{vl),dwx[vz]]

w(x)
_1 _ _
=_§1/2)d(d(,f°‘fl o)) 8% 7 1w, 7]

~(1/2)afaste ™ w(x))) [a w0o)|f[ow [7] v [7,]
~(1/2)d e (0| @(x)) [ aw (7] ,dw‘l<w(x))[dwx[vz1ﬂ+

2 = :
+(1/2)df(x)|d w l(w(x))[dmx[vl]‘ ,dwx[frzl ]: (df (x)=0)
~(1/2)d°5(x) ‘-’1’62]

2 . L

~(1/2)d 200 | (a1 ) [v] ,(dlx>x[v2]]

2
=(1/2)d"f(x) dix[vl] ,dix[vz]]



- 18 —

3i noti poi che:

2
@(f v ,v >=4d (f )xvv
<@(foi Jv ,v, (o1 ) (x) [, ,

dﬁdf(lx(x )[dl ]][V ]
=d f(x [dlx v ,dl v ] + df(x)[d i [vl,v2]i
=d f(x {dl [v] di [v ]
In definitiva, si ottiene che 2A(e) =¢p(f01x)- La (lli) segue dalla dommutativi
ta del diagramma (2.3).
Poiché f(B) = O per ipotesi e df‘Bzo la formula di Taylor per f con n=1 (nella

fibra E ) implica che:
n(e) 1

£le) = ), (1-t)d>(fow ) [dw[ dwte[é]}dt =<A(e)e,e>

tv(t )
e vale quindi anche (ii).

Per mostrare che A é ben definito consideriamo un'altra carta ( ¢ ,U) del fibra-

_ _ . | -1 . -1
to. Differenziando (fo€ Jo( T ocw ) = folv e osservando che gow é
2
lineare i iascu fib segue ch 'd(ﬂio‘lJ v ,V 0 ¥v v_€E .
ine n ciascuna fibra Segu e [ 2] APEL N
Quindi:

[di [V ,d< 6[52H+

[d (§0 W *1) [dw[v] £ 52}1]

2 -1 - - 2
d"(fow )w(e)[dwe[vl] ,dw e[vg]]:d (fo2 g( )

-1
+d(fo € )i(‘)

:dz(f 'Z( )[dc [v] dz [v ]}

e ne segue che A é ben definito.
Per dimostrare l'equivarianza di A, notiamo che se w & una carta in n{e), vale:
_ —=1
— i -1 -1 . -1 g x id
(g x id)ew og ~: ™ “(gU) £ = (U)"""UXFg‘—" gl x F
.. ~ . —=1 ., .
e quindi @= (g x id)sw.g =~ & una carta in m(ge).
Quindi:

l :
<A(ge)gvl,gv > =L (l—t)de(fow—l)

2 ¢(tge){d¢tge &v dtp gv;:{ at

1
Poniamo

~1 — =1 -1 -1 -
F=fo®@ = fogow " o(g = x id) = fow o(”g’:L x id)

-1
f =fow f = (8 x id v =d v F=f of
=Fo 5 (g ) ; @tge(g 1) 1o

P(tge) = (8 x ld)owog (tge) = (B x id)ow(te)
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abbiamo chs:

d°(Fowp 1) (@ (tge)) [v,u] = dzflw (ve))[af (@ (tge)) [v] ,ar, (@ (tge))[wl] +

+ dfl(!v(te))[dgfz(ql(tge))[vl,vz]]

de.  (v]= d(g x idoqiog*;)(tge)EVJ
tege -1 -1
d(f,7) (w (te)) [d(wog ) (tge) [v]]

v1]
ge

]

ar, (651 (w (ve))) [a(e " (w (ve)) [a wog ™) (tge) [v]]]

il

dfz((v(tge))[dmt

]

-1
d(w og ) (tge)[v]
Notando cherf € lineare in ciascuna fibra si ha:

a%(fo @ ) (@ (tge)) [d e (tae)[z7],d @ (te)[F7]]=

= a®t (w (te))[d(weE ) (tge) TW],a(w F ) (tge) [F]]
Dalla commutativita del diagramma:
- -1
g
En(ge) — > Trwe)
i i
n(ge) —1 n{e)
E .- & B
segue poi la commutativita del seguente diagramma:
-1
- d(g™") (tee) _
En(ge) = TtgeEn(ge) A—_ﬁtheE"(e) = En(e)
dln(ge)(tge) 1 d(-“l ldln(e)(te)
T E E ) (tge) . T E
tge te
Ne segue che
. -=1 -=1 .
dln(e)(te)Od(g )(tge) = dlg )(tge)Odln(ge)(tge)
-1 -
d(w oz ) (tge)[av] = dw (te)[dz l(tge)[din(ge)(tge)[gvﬂ}

(te)[a(8™") (tae) [gv]]]

dy (te)[din(e)

-1
i §:E —_— E | € lineare, abbi he dg =7 i
Poiché Z:E_ n(ge) ’ iamo che dg E , per cui



= dw(te)[din(e)(te){v]]
= dw(te)[7]
In definitiva: .
a>(fo® ) lde, [&wlde, [ewll=d (fow ) [dw, [v],aw [w]]
@(tge) tge tge w(te) te te
Quindi

<A(gelgv,gw>=<Al{e)v,w>

e percid A(ge) = gc,A(e)og—l in quanto la metrica é invariante.

La costruzione procede ora esattamente, :in ciascuna :fibra, come in fP],.§7;
dove dgi vede che © e P sono limiti di polinomi in A e quindi equivarianti e
differenziabili.®@

2.4. Proposizione. Se f & una funzione di Morse, l'insieme dei punti critici

a,b -1 N A
di £ in £~ =f [a,b] é l'unione di un numerc finito di varieta critiche
compatte e non degeneri.

. a -
Dimostrazione. La compattezza dell'insieme dei punti critici in £ ' non é al

tro che la proprieta (2.2). Dal lemma 2.3 segue poi che ciascuna varietd cri-
tica é isolata.®B

2.5. Teorema. Sia f una funzione di Morse su M, dM = @, tale che fa’gﬂ 7 = g.
Se fa—a’b_aé completo per un qualche >0, allora fa = fnl(—oo,a] é equiva-
riantemente diffeomorfo ad fb.

a
Dimostrazione. La dimostrazione si effettua deformande f mediante le linee

di flusso deel campo vettoriale gradiente - ¥/f. Pil precisamente, si defini=:-
sce l'applicazione pt+—eg {(e{f(p))), ove ¢ & la soluzione massimale (si ve

p p -
da l'osservazione 1.6) del campo vettoriale gradiente e @ é un'opportuna

> o0
funzione C .B

2.6, Definizione. Siano V,W G-fibrati riemanniani su B. Il fibrato V(1) @ w(1) =

= {(x,y)EEV oW : NxHSl,Hyﬂsll} (che non é una varietda) é detto handle-bundle

di tipo (V,%W) con indice = dimensione di W.




~
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f > € & foee f:g >8 :
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f<=-¢ __/ b \<, -
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Siano N,M G-varietd con bordo, NCM e
F: V(1) @ W(1) — M un omeomorfismo su un sottoinsieme chiuso H di M. Sia

. ‘Scriveremo M = N FH e diremo che M si ottiene da N at-

F=F

!V(l) ® w(1)
taccando un handle-bundle di tipo (V,W) se:
(i)

(i1)

M = NUH

-

F & un diffeomorfismo equivariante suriettivo su HMN gN

(15) Fly g wn)

€ un diffeomorfismo equivariante su M-N.
I1 seguente lemma sard utilizzato nella dimostrazione

del teorema centrale della teoria, il teorema 2.9.

Sia m: E

2.7. Lemma. —+ B un G-fibrato vettoriale riemanniano e P una pro

iezione ortogonale di fibrato. Sia V = P(E), W = (1-P)(E). Definiamo f,g:E—=1R

come: 5 5
f(e) = llPell = W1-P)ell
gle) = f(e) -(3/2)e A(N‘Pen‘z/s)

ove € >0 -e AECT (IR), A monotona decrescente, A ([0,1/2]1)=1 e a(1)=0.

Allcra {XEE(ZS) : g(x)g—e} si ottiene da {xEE(Ze) : f(x)g—t:} at

cando un handle bundle di tipo (V,W).

2
2.8. Osservazione. Si noti che f=g per |[Pell > & , cicé lontano dalla varieta

critica per f (definita da liPell=0). In particolare {f 2el= {g >&}

f=z

5

s

hN
AN

-Ple




Dimostrazione del lemma 2.7. Sia o(s) l'unica soluzione di

AMo)/(1+0) = 2/3(1-s) per s€[0,1].

Si definisca
F: v(1) & w(1) — E

- 2 2 1/2 2 ..1/2
(x,y) = Fix,y) = (& as(lixll") )yl +e) “x+(=o (Hxl)")) / y
Si vede, esattamente come nel paragrafo 11 di [P] che F ha le proprietad cerca-

te. B

5i noti che nel lemma 2.7 B é una varieta critica non
degenere di f. Per il lemma di Morse, possiamo scegliere coordinate per
2 2
n: E —= B e una proiezione P tale che f(e) = llPell —li(1~P)ell in un interno

di B per ogni funzione f che abbia B come varietd critica non degenere. Con

abuso di notazicne, diremo che un handle-bundle di tipo (P(E),(1-P)E) é un

handle~bundle di tipo :(B,f).

2.9. Teorema. Sia f una funzicne di Morse su un G-spazio M riemanniano completo.

Se f ha un unico valcore critico a<c<b nell'intervallo limitato [a,b] , al-
lora l'insieme dei punti critici di f in [a,b] é l'unione disgiunta di un nume
b . . .
ro finito di sottovarieta compatte Bl,...,B , € T é equivariantemente diffeo-
s

a
morfa ad f con s handle-bundle di tipo (B, ,f) attaccati in modo disgiunto.
i

Dimostrazicne. Va dimostrata ancora solo l'ultima affermazione. Siano <{U_ »
i

i=1,...,s}’ intorni tubolari disgiunti delle sottovarietd critiche Bi defini

ti dalle applicazioni T,:N(Bi)uzs) — Ui ove N(Bi) é il fibrato normale a
i

B, in M con la metrica indotta. Posziamo assumere c¢=0 e per il lemma di Morse

2 2
che f£,T (x) =P x| -I(1-P )xIl dove P, & un proiettore ortogonale di fibra
i i i i =
2
to in N(B,). Si scelga £ tale che 0< 8<& e a<-38, 3<b.
. Zpe,0
Sia Q = f e si definisca g: Q —= IR come
s
£{x) se x¢ y Ui
g(x) = i=1

. ﬂx)—%SE/Z)AUPJEHXNZ/e) se xEUi

ove A & la funzione definita nel lemma 2.7. Si ha che g:ha la stessa regolari
€ -1 2
td di f e che g% = (f‘Q) (infatti f(x)> € implica |IPT “xli" > & implica

g(x) = £f{x) implica g(x)2:8 ). Inoltre, per il lemma 2.7, g é equiva-
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riantemente diffeomorfo a (f!Q)-s U (s-handle bundle di tipo (Bi,f)).
Poiché f non ha valori critici in [a,—e] o [e,b] la dimostrazione &€ comple
ta una volta che si sia dimostrato che gm8 ~ ge . Per fare cid applichia-
mo il teorema 2.5. alla varietd senza bordo g—l(—56/4,58/4) e alla funzio-
ne g. Si noti che la varieta g‘l[—gﬂ/a, 98/8] é completa e quindi dobbia-
mo solo mostrare che esiste N> 0 tale che §ygl >N ¥ xeg (—58/4, 58/4).
Poiché g(Bi) = -38/2, Niﬁg—l(—58/4, 5e/4) = @. Quindi esiste o« > 0 tale
che Ti(N(Bi)( a))mg»l(-Ss/d, 5e/4) = @. Inoltre -f(g_l(—58/4, Be/A) )

c [—55/4, —52/4] (segue dal fatto che g(x)<f(x), da cui segue che

g(x)2 -58/4 implica f(x)>-58/4 e dal fatto che per f,g>e f=g).
Poiché f non ha punti critici in g-l [—58/4 58/4} e poiché f é limitata
su guesto insieme, si ha Iin IZn>0 in g [—58/4, -—58/43

D'altra parte:

= e quindi i iz2n>0 er x€ —u U
Q_U Ul JQ_ _ q Vg P Q =
i=1 1 1 1

Dobbiamo allora solo mostrare che é inferiormen

I -1
Ve 'Uif'\g (-58/4, 5€/4)
te limitato da una costante positiva.
Per valutare Vgl costruiamo una metrica riemanniana <. ,.> per T (“WBi)) ta
le che <v , Vv §=<v , Vv_> dove v_€N(B ), <.,.>denota la metrica in N(B.)
1 2 1 2 i i i
e '\?i denota il vettore tangente ad x€ N(B_) corrispondente a vi, Allora se
2 2
xEN(B ),sia W= P (x)- (l—P Y(x)e T(N(B )) . Si ha che g.T(x) ='1Px}) - §(1-P)x| +
- (3/2)8 A( Hpxi /e) e quindi
2 #*
d(g.T) E'»‘u] = 2[<px,w§- <(1-P)x,x7u§]-— A (IPxE / )<Px,w >

Abbiamo che A'(t)>0 e quindi

d(gaT)X[‘.TI] Z[EPx52+ 1(1-P)x1 J~ 3;\'(lPx2/e)<Px,w>

2 2 2
2 Ixt - 3A'(¥Pxy /e)iPxi

I

2
= 2 kxi
Guindi s
2
2 ¥xi gd(goT)X[w]
=dg o dT [%]
ng x[
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= o d wi>
<& TXEM

Ead

s anTxn I deﬂ Il

x|l
< IVE, Il AT Il x

qguindi

Weg. I 2ixt/4dTl = 2e¢/14T | (ixt 2 o)
Tx X X .

Mostriamo che §dT | é limitato.
p.4

-

Poiché Ni € compatto IdT! & limitato su B, C N(B ) e quindi in un intorno N(B_ )
i i i

di B . Quindi, poiché & era arbitrario, assumiamo 28 <B. Finalmente ne segue

i
b - -8
che (f)Q) ~ (le)ez g~ g ::(f[Q) U s-handle bundle di tipo (B ,f) e percid
i
-
bz f U s-handle bundle.B

Le conseguenze di tipo omologico sono contenute nel seguente teorema:

s

a,b
2.10. Corollario. Siano Bl,...,B le varietd critiche in f ' con indice k <oo.
R r

Allora,se ogni B, ha un fibrato normale orientabile ('*'), si ha
i ;

t

b .a

H(f ,f )~ = N

REELE Z Hn-k,( ;)
i=1 i

" b a
Dimostrazione. Dal teorema precedente f & f U s-handle bundle di tipo (N ,f).
i

Sia H = V_ (1) @ W, (1) 1'iesimo handle bundle e sia P : V., @ W, — V_ @ W,
i i i i i i i i
la proiezione su V, . Sfruttando la proprietad d'excisione (I.2.14) si ha
i :
b a a-€ a _a-g
1

b
H{(f ,f) & H(f-f ,f-f )
n Il

e, sfruttando ora il fatto che, per & piccolo, non vi sono punti critici in
a-e,a . . a—e . . - .
f (cioé f & retratto di deformazione di f ; vedi I1.3.7)

b a .a,b
Hn(f , £ )= H (£, {f=at)

e
M nons

H (H ,V (1) @ dw_(1))
n i i i

i=1

' P
('*) Diciamo che una fibrazione V — B di fibra tipica F & orientabile su di

un anello K se per ogni~-cammino chiuso @ in B, con w@(0}= @(1l)= b€ B,

1'applicazione indotta p::: H*(Fb;K) — u¥(F ;K) é ltidentita. In parti

b
colare se B é semplicemente connessoc ogni fibrzzione di B é orientabile.
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La fibra di H é convessa ed esiste una retrazione eguivariante che preserva le
fibre di H su V(1) @ gwWw(1)u 0 @ W(1l) data da:
p(h)= p(P(h),(1-P)(h))= e(x,y)
_ (2x/(2-5y1),0) se Ixt<1-1y1/2
{ (x/1x1, (2ixt+1yi-2)y/1y) se Ixi 2 1-iyl/2
Quindi <
a
H (£,£)= El H (H.,V (1) 0w (1))

s

lie

H (V. (1) 0w (1)u0o @ w(1),v (1) 9w, (1))
n 1 1 i 1

[H
1]
[

M o

(=
1]
[y

H (v, (1) 90w, (1),V (1) @gw_ (1))+
n i i i i

o

"
1]
-

H (08w (1),v. (1) egw (1))
n 1 1 1

H (w, (1),0uw, (1))
n i i

‘Mo

ot
il
=

che, grazie allforientabilita e all'isomorfismo di Thom per i<t é isomorfo a

t s
'21 BN+ Y B (W (1),8u (1))
1=

n-k i
i i=t+1

I

Si ha poi che,poiché dim W=oo Hn(w(l),aW(l))=o (vedi {w2] Corollario 4.7)H

2.12. Diseguaglianze di Morse.:Siano a,b due valori regolari di f, a<b

€d indichiamo nuovamente con le varieta critiche per f di

{Bi}i=l,...,t

indice finito k . Ricordando le definizioni I.2.8 otteniamo le seguenti

ES

relazioni, dette diseguaglianze di Morse:

b a i ki
(1) XL = ¥ (<) "X(B)
i=1
b a n n—-s
g (1) R(E,£) < X F (1R (B)
i=l s=0 i
b a - n-s b a t - n-s
(1i1) 5 (£,1) = 3 (-1) R (£,£) < . 3 (-1 R, (B))
s=0 i=1l s=0 1

0 AT A R et .
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che si ottengonc dal corollario sopra, dall'addditivita di X e dalla

e oras s . . k-n
subadditivita di R e di 2 (-1) R .
n n
ng k

2.13. Osservazione. Si noti che le varietd di indice non finito non contri

buiscono alle diseguaglianze di Morse.
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CAPITOLO IIT: TEOREMI DI ESISTENZA DI PUNTI CRITICI PER FUNZIONALI Sl

INVARIANTI E LORO PERTURBAZIONI

§ 0. Introduzione

In questo capitolo vengono dimostrati teoremi astratti
di esistenza di punti critici per funzionali Sl—invarianti e discusso il
problema della loro perturbazione utilizzando la teoria di Morse.

L'inconveniente maggiore che si incontra nell'utilizza
re la teoria di Morse per dimostrare teoremi di questo tipo & il fatto che
la sua applicabilita richiede un'ipotesi '"a priori'" di non degenerazione
sui punti critici (sulle varietd critiche). Cid pud essere superato utiliz
zando ragionamenti per assurdo e sfruttando la densita delle funzioni di
Morse. Si vedanc ad esempio i lavori {Pr] s [MPﬂ s [MPZ] ’ gfth] s [Aﬂ s [AZ] s [AB]
[ac], [L].

Presentiamo qui anche teoremi di esistenza di punti cri
tici per funzionali su cul si assuma a priori l'ipotesi di non degenerazio-
ne; anche se quest'ultima ipotesi non é generalmente verificabile, ritenia-
mo tuttavia che la gia citata densitad delle funzioni di Morse possa rendere
interessanti questi risultati.

Infine osserviamo che solo una piccola parte dei teore-
mi qui contenuti vengono utilizzati nella applicazioné presentata nell'ulti
mo capitolo. Applicazioni che sfruttano questi risultati saranno oggetto di

un prossimo lavoro con A. Ambrosetti [AC].

§ 1. Esistenza di punti critici

C s 1 L
Indichiamo con S il gruppo delle rotazioni nel piano e
. 8 i . 1 . .
supponiamo che sia assegnata un'azione ¢: 5 x E —e E ove E é uno spazio
o . . . 1 o
di hilbert, supponiamo cioé che E sia un S -spazio. Supponiamo inoltre che

. . 2 1 .
f sia un funzicnale di classe C , f: E — IR, f S -invariante.
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1.1. Osservazione. Sia Si* un'orbita di minimo isclata per f, ¢ =f(£2*) e
sia U un'intorno di !2* tale che ZNU = 5f*. Poriiamo V = Uf\fc 5o

U =v-0Q% - g. si ha che

o - zZ se Lk=0,1

(1.1) H(V,U) = H (0%,0) =5 (5) = { 0 se kio,1

Quindi le orbite isolate di minimo locale si comportano, indipendentemene

dal fatto che siano o meno degeneri, come varietd critiche non degeneri di

indice 0.

2 1
1.2. Teorema. Sia f€C (E,IR), f S -invariante e supponiamo che valga (P.S.)

ed (R) e che f sia inferiormente limitata su E. Allora f ha almeno due orbite

critiche. Inoltre se f ha solo varietd critiche non-degeneri, f ha infinite

orbite critiche.

2
Dimostrazione. E' risaputo che fe€C (E,IR}), vale (P.S.) e i%f f=c* yoo

implica che esiste u €E tale che f(uo) = ¥

e u, & un punto critico

per f. Sia £ l'orbita di minimo corrispondente. Supponiamo che non vi sia
o]
no altre orbite critiche. Allora, in particolare () € isolata e tutte le
(o]
varietd critiche sono non-degeneri (o meglio, & come lo fossero; si veda

l'osservazione 1.1). Si applicano allora le diseguaglianze di Morse. Innanzi

a
tutto abbiamo che, se a>c¥>b, f ~E (si veda il teo. I1.2.5), f = ¢

e guindi:
- a‘ b ‘ Z, se n=0
H{(f ,f )= E =
n(ﬂ ) Hn( 9 0 -'se n#o
e quindi§' é
n b n n :
n-s a n-s
> (1) TR (£ ,£) = 3 (-1) R_(E) = (-1)
s s
s=0 s=0

Indichiamo ora con B ,.i=l;...,t .le varietd critiche per f di indice k_.
i i
Dalle ipotesi =i ha che 1l'unica varietd critica & B_, di indice 0. Quindi:

)n~l

Il n
n— —
20T @) = B DR Q) - (D)™ o
- (9]
U 8=0

o

Dalla (iii) delle diseguaglianze di Morse II.2.12 otteniamo:
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0 < (-1)

assurdo.

Supponiamo ora che tutte le varietd critiche di f siano non degeneri.
Se, per assurdo, f - ha - solo un numero finito di orbite critiche 521,
i=1l,...,t, gueste sonc isolate e non degeneri (come varietd critiche) e si
possono applicare le diseguaglianze di Morse. A tale scopo indichiamo con
Ck il numero di orbite critiche di in%ice k.Notiamo anche che in queste i-
potesi esiste un b* tale che Z(f)C fb . Dalla (iii) delle diseguaglianze

di Morse otteniamo:

o n 5* b i - n-s
...S —
Y (1) TRUE L,E£) <3 Y (1) R (2)
5 : s-k, i
s=0 i=1 s=0 1
[o7e) n
n-s 1
=2 2 (1) cr_ (87)
k=0 s=0
¢! = - n-s
{-1)" -1) ¢ )
(17N ¥ ool rs )
k=0 s=0
n
n—-s n
= (-1) (c+C ) + (-1) ¢
= s s-1 o
n n
n-s n—-s n
= (-1)7 e+ 33 (-1) e+ (1),
s=1 s=1
= C
n
Da cui deduciamo, ¥ n,
c > (-1)"

in contraddizione con l'ipotesi di esistenza di solo un numero finito di orbi

te critiche.B

. N . R S . . .
1.3. Osservazione. Sarid pit conveniente, nel caso di § invarianza, riscrive-
re le diseguaglianze di Morse nel modo seguente:
. a b s . I Cas s s . a,
Sia Ck(f ,£ ) = numero di orbite critiche non degeneri di indice k in T .

Dalla (iii) delle diseguaglianze di Morse abbiamo, ragionando come nella di-

mostrazione del teorema 1.2:

TSR e et

%;
g
L

T
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n
n-s a b b a
(1.2) 2 (DR (£,£)  C(£,f)
s=0 a
Va perd csservato che la (1.2) é valida solo se in f ' vi sono solo orbite
critiche non degeneri o minimi isolati. Nel caso in cui vi siano varietd

1
critiche pit complesse che semplicemente orbite di S o punti critici che

siano punti fissi per l'azione del gruppo, le (1.2) non sono utilizzabili.

1.4. Teorema. Sia faCZ(E,IR) un funzionale che soddisfa (P.S.) e (R),

Sl~—invar‘iante e tale che:vale

(A) Esiste a €R e una palla m-dimensionale B: di raggio r tale che
aB: & un retratto di deformazione di f .

Allora f ha almeno un punto critico in E. Inoltre, se I e Z(f), punto

critico non degenere con ind(u*)-—:i*>m, allora “f ha almenoc un altro pun

to critico @ # u¥.

Dimostrazione. Supponiamo che Z(f) = . Allora f & un funzionale di Morse

b
e ¥b f & un retratto di deformazione di E. Dalla (A) segue:

b n n 7ZZ. se k=m
a a m, o ~
H(f,f )= H(E,f )=H (E,0B)=H(B,0B )=
k k k r k r r
0 se k#m

Dalla (1.2) per n=m otteniamo

m
m-s b a b a
51 (-1 R (£ ,f) < c (f,8)
m

b a
1 € ¢ (f,f)
m
Contraddizione.

Nel caso in cui § u*ez(f), non-degenere con ind(u*):i*>m, supponia

mo che questo sia l'unico punto critico per f. Dalla (iii) delle disegua—

glianze di Morse otteniamo, per n=m:

il m
m—-8 b a M-S
2 (-1 R (£7,5) < > -1 Rs_i*(u*)
S:O s=0
Poiché i*>m, R (u*):O ¥ s=0,...,m, e quindi otteniamoc 10, assurdo.@

S—1
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‘ 1
1.5, Osservazione. Si noti che il teorema 1.4, dimostrato nel caso di f S

invariante, vale nella stessa formulazione anche per funzionli non Sl-invg

rianti.

1.6. Tebrema. Sia fe;Cg(E,EU un funzionale che soddisfi (P.S.), (R), (A)
e tale éhe 7Z(f) sia formato solo da orbite critiche non degeneri e da u®*
punto critico non degenere di indice i*:>m. Allora f ha almeno (i*~m)/2

orbite critiche.

Dimostrazione. La dimostrazione & del tutto analoga alla dimostrazione del

teorema 1.4, notando che si pud applicare la (1.2) a tutti i valori di n

compresi fra m<n<i?
Si ottiene

n
da cui la tesi.B

C . . Lol . .
§ 2. Teoremi di perturbazione per funzionali S -invarianti

Consideriamo due funzionali f,ge;CZ(E,IR) che soddisfi
no (P.S.). Supporremo inoltre che f sia Sl—invariante e che soddisfi (R),
mentre non assumeremo alcuna invarianza per g. Vogliamo enunciare teoremi
di esistenza di punti critici per g, nell'ipotesi che g sia vicina ad f.
Lo strumento principale é il seguente lemma algebricc, dovuto a Marino e

prodi [MP2 , §4].

2.1. Lemma. Consideriamo i seguenti spazi topologici: A,X,B,A',Y,B tali che
ACXCBCA'CYCBRB'.
Supponiamo che sia Hq(B,A) = 0, Hq(B',A') =0 ¥ g. Allora l'omomorfismo
canonico
h: H (A',A) — H (Y,X)
gq a
é iniettivo:

Dimostrazione. Consideriamo i seguenti diagrammi commutativi:
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i
H (B'yA') — H (A'yA) - H (B"A) - H (B'yA')
qQ a q

q+1
« N\ B
H (Y,A)
q
il
H (B,A) — H (Y,A) —= H (Y,B) — H _(B,A)
q q q g-1
N By
H (Y,X)
q

ove le righe sono le successioni esatte d'omclogia {vedi I1.2.16) delle terne
(B',A',A) e (Y,B,A) e gli omomorfismi o, B, al, ﬂl sono quelli canonici.
Poiché i gruppi Hq(B,A) e 'Hq(B’,A') sono nulli ¥ q, gli omomorfismi i e
i1 sono isomorfismi; poiché 1 = «-f e i1 = alc ﬁl, segue che a e al
sono omomorfismi inettivi. Poiché h = aloa ne segue che h & iniettivo.B
2.2. Lemma.(Perturbazione di un minimo isolato). 3ia c = iﬁf f>-0 ,

Y = i%f g > - @,

Si assuma:

(i) Zc(f‘) = {uez(f): £(u) :nc}: 0 , Q orbita critica.

(i1) z (£) =@ ¥ sele,cr 8] .

(1i1) fc+(l/6)6CZ gc+(1/2)6cfc+5 .

Allora g ha almeno due punti critici ul £ u2, con g(ui)<§c+(l/2)6 , i=1,2.
Dimostrazione. Poiché vale (P.S.) e g & infericrmente limitata, T u€Z (g).

Dalla (iii) segue che v<es(1/2)8 (51208 ontiene ST (1800 L gy

-1

Si supponga, per assurdo, che Z{(g)Ng ]— 00, c+(l/2)6] = {ul} . Si ponga

2)8 1/86)8 c
W= gc+(l/ ) X = fc+( /6) Y= f +8 . Abbiamo che, poiché

-1 ’ 1 . ~ . -
Z(g)ng _}~cn,c+kl/2)6 ji ={ul} e poiché u, & minimo:
(

)

e quindi, in particolare, Hl(w) = 0.

Hk(w) =H

Dalla (iii) si deduce la commutativita del seguente diagramma:

)
H (X) ——iH (Y)
@2; // ¢>3
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dove i GE sono gli omomorfismi canonici indotti dall'inclusione XCWCY. D'al-
tra parte da (ii) segue che ¢a é un isomorfismo. Quindi Hl(w) =0 = Hl(Y) = 0,
in contraddizione con il fatto che Zc(f) =S), £ orbita critica di minimo e

(11) = B (V)= Hl(Sl) £0.8

I1 lemma seguente & dovuto essenzialmente a Marino e Prodi [MPZ]:

2.3. Lemma. Si supponga che c¢,8 siano tali che

c+(1/2)8 c+d

c-8 c—(l/Z)SC:fc~(l/6)6C:fc+(1/6)5 Cr

(i) £ Cg

(ii) Zs(f) =09 ¥s [c—ﬁ‘,c[w]c,mé]

Cg

S S Tc+ s eo-b c+(1/2)8 c-(1/2)s
Allora ¥ q&eZ tale che Rq{f " i ) £ 0 risulta Rq(g (1/2) ' g (1/2) ) £ 0.

In particolare g ha almeno un livello critico in [b—(l/z)é,c+(l/2)61. é
Inoltre, se g & un funzionale di Morse, allora g ha almenoc un punto critico di

indice g in g—l [c—(1/2)5,0+(1/2)%
c+(1/6)86 c+8

Dimostrazione. Dalla (ii) segue che H (f ,f ) = 0 e che
- q

Cc=3 ~(1/6)8 . .
H (f ,fc (1/6) ) = 0. Quindi, per il lemma 2.1, si ha che & iniettivo l'omg :
q :
morfismo canonico -
c+(1/6)8 =6 c+(1/2)6 c—-(1/2)8 i

h : Hq(f ) — Hq(g ¥4 )

c+(1/2)8 c-(1/2)8
e quindi H (g +(1/2) 3 (1/2) ) # 0 , da cui segue subito il lemma. B
a
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CAPITOLO IV: APPLICAZICONI

§ 0. Introduzione

In guesto capitolo viene discussa una applicazione della
teoria eéposta nei precedenti capitoli alla ricerca di soluzioni 27~ pe-
riodiche del sistema di equazioni differenziali

-X =V V(x)+h(t)
con h piccolo.

Questo problema é& stato recentemente affrontato da parec-
chi autori; per un'analisi dei risultati ottenuti, nonch& per un'esauriente
bibliografia, rimandiamo a {Ra} e Eﬂ.

Osserviamo infine che i risultati qui ottenuti sono gia
noti nel caso di h=0 (si veda [Be]); riteniamo comunque interessante il me-

todo da noi utilizzato.

§ 1. Esistenza di soluzioni

N
Sia Vi: IRx R —= 1R e consideriamo il seguente siste

ma di equazionili differenziali del secondo ordine:

(1.1) ~X :vax(t,x)

ove su V faremo le seguenti ipotesi (si veda [Be} per una situazione ana

e
loga)

2 N
(V1) v, €C (RxR ;R), V,(t,0)=0, (V XX(t,O):KIN con K>1, K¢Z

2

(v2) v (t,x)z(J./z)kgx12+U(x)+ A(h{(t),x) ove h(t)e Hl(Sl;IRN),

A
U (x) 1< & Ix]) ove &(s)/s — 0 per s — +0 , U'(0)=0

(V3) -a SU(x)<a,

1.1. Osservazione. Si noti che (V2) implica:
(1.2) . ¥e>0 4 a>0 tale che ®(t)< et+a

1,1 N
Introduciamo poi E = H (S ;IR }, spazio di Hilbert con prodotto scalare

_ 2n 2n
(U,V)l = j; (u,v) + o (u,v) e poniamo

e
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(1.3) f.iE— R

£ (u) = (1/2) fmz -fvx(t,u)
I punti critici di f, sono soluzioni 2m-periodiche di (1.1), che & noto
essere di classe Cg. Si noti che il funzionale (1.3) non é inferiormente
limitato. Nel caso in cui 1=0, £ =f é& Sl—invariante. Ne segue che una
soluzione wu{t) di (1.1) non é mai isolata; infatti anche u(t+ ) é solu

zione dello stesso problema qualunque sia § € [O,21t[. Che valga la proprie

tad (R) é assicurato dalla regolaritad delle soluzioni.

1.2, Lemma. I1 funzionale (1.3) é tale che (per 1 fissato):
(a) l'insieme Z dei punti critici & limitato
(b) @ ¢ tale che ¥ uez {fk(u)lgc

(¢c) wvale (P.S.).

Dimostrazione. Poniamo W =~{w€§E“:.fw = O}, E=E @ W. Seu(t)eE

(1.4) ult) = w(t) + €
ove €= f u{t) € TR = E,, w(it) =ult) - e w
passo 1: Se (u JCE e fi(uk) ~—= 0 allora (uk) é limitata.

Sia (uk)C E tale che fi(uk) —= 0. 'Ne segue che, per

n grande

(1.5) (€3 (u )yw ) Sl Il
A n n

(1.6) ‘*‘“““'(f&(“nmn)ﬁ g 0y

Da (1.5) segue che:

.2 e
ER S A ACTR AR TN

.2 2
f]wng -k j]whj ~,Aj(h,wn) - f(U’(un),wn)rg ”wnH1
e v 1%k 2 < [neut (u),u )
(1-k) f!wn; + k j[wn] - j[wnl \_f S CIRRL +”wn”l
Ricordando che per funzioni in E a media nulla:
. .2 . 2
(1.7) f{wn] > fgwn;

abbiamo:
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.2
(1=k) fra 17 <l Jl o+ fC B #1000 ()1 1w
(1-k) f§wn12 <nwnnl+ I(A h +e[un|+ a){wd

(1-k) f“;’n‘2<”‘"’n”1” elull 2 il 2+ &+ xnl 2) | 2

da cuil
2 ~ 1 2
(1.8) (1) ol 72 <l 220 [+ (e/2) (a2l 12)
Abbiamo poi che
f’fi(un) yin.)].: “5(Vl(t’un) ’tn)

A A 2 .
(£ 0,8 ) = —kfie %= (h,E )= [ (U'(u ), )

ciocé
’ 2 Eakl 1]

KIE Wy = (£ (), ) - f(in + U (u),2 )
da cui

Mg IS < £y ) 1+ 1[G+ vt ), ) |

o = led, + JCAml+etul s a)ie
2 ) ~ g 2 12

(1.9) kg = (0w g+ o] 208 A+ er2)u 17 +17 170

Dalla (1.8) e (1.9) segue che

2

fudy <alull «eaful?

dove al,a2>>0 ) a2 é indipendente da & (non cosi al).Prendendo €= a2/2 , 8i
S

ottiene:

>
(1.10) ﬂunl!l < 2ali|un I

e quindi la limitatezza di (un).

Passo 2: dimostrazione del punto (a).

Supponiamo ora che Z non sia limitato; cid implica l'esistenza di (un) tale che
f'(un)z 0, Hunﬂl"' @, in contraddizione con il passo 1.

Passo 3: dimo§trazione del punto (b).

Supponiamo che (uD)C Z tale che Ifk{u > n.

n

(u )cz =

lu . <M per il punto (). Quindi
n nl

TR

T PR 3 Ry
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n<Ifu) L= H/2) [l 152 v, (o)l
< (1/2) “ﬁn l/~2+ (1/2)k flunlzanlflunﬂhf' + Znal

< (M/2) +.(Mk/2) + Alinl] 2 M+ 2na
assurdo.
Passo 4: dimostrazione del punto (c).
Sia (un)CE tale che :f"}.L (un) — 0 (;fx(un)lﬁ M. Per il punto (a), (un) é 1i

1. 1
mitata in H (S7). Quindi esiste una sottosuccessione u —— z debolmente con-—
n
) 1 1 . m
vergente in H (S ). Poniamo u =w +E .
nm m m

N
Poiché ¢ €R, £ — Z = gz fortemente.
m m
Mostriamo che anche w —s w = 2 — Z fortemente.
m

Ltoperatore

ghst) — w st

U V*A (u)
& compatto (segué’ dalla limitatezza di V; (x)). Quindi la successione
m o (V'(u_ ),u -z)
A n n

m m
converge a zZero.

Ne segue che, ¥0>0 , & N tale che, ¥ m>N

Pl i - 2at b=l f@ 4+ vy (u ) =V () -2
m m m m m m
<! o (u Yu =-z) i 1(er(u Yu - 2) |
i n n A n n
m m mn m
<e+ ellu -z
n
m

Se(1+a)
3
e quindi

. .. 2
”wm— w“gaAS lun -zl dat
T om
. {~' " _ . d-t - -,- - . d
a, g\un u z) a, f(z g z) dt
m om m
$€84(l +a ) - ag j(é,iln - %) dt
m

3

S R P S SR L T S b N N RS e IS et e 1 g (ST i
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e, dall'arbitrarietd di ¢>0 e dal fatto che un-—-—>z debolmente, segue la con

. : m
clusione.B

1.3. Lemma. f, soddisfa, per A fissato,

N N
(A) 3 a€ TR e una palla N-dimensionale BR di raggio R tale che BR € un retrat

a
to di deformazione di f .

a
_ a
Dimostrazione. Dal lemma 1.2 segue che & af € IR tale che ()Nt = @. Ponia
mo:

.2 2

Y = (1/2) f1a]°= (1/2)k flul“-2fhu

a a, " & " L]

Dalla (V3) segue che, ¥ a€ IR, f,Cy, Cf, , ove a =a+2nal e a'=a +2na1.

a
Infatti uef, implica:

.2
a >(1/2)[1ul™=fv, (w)
.. 2 2
=(1/2) [} "= (1/2)x fju}=afau - fu(u)
. 2.
>1/2) [y -(1/2)x [y ifhu - 2ra,
= v - 2na
y(u) 1 .
da cui segue che vY,(u)<a+2na_ => Uu€ey,
it
Prendendo a"< a¥® abbiamo che fa N Z(f) = @ e quindi esiste una deformazione
1" a
n: f —_—
Per te[0,1] sia |
w(t,u) = tw + (1 +a ~ at)E ove &= crﬂw[]L27[{iy[L2 , o= JI<k/Vk.

Abbiamo che:
Y(w(t,u)) = (tz/z)flwtz-(l/z)ktaj!w|2-(1/2)k(1+a-at)25]g}2 -t fhw+
—-l(l»'rcr-at)fh‘r;
2 2 02 2y 12
= (¢7/2) [l 2 - Klwl'z - ke fEl2]
-t [kghw +Aa§h§ -a(l+a)k§i§}2] +
‘ 4{1/2)(1+a)2k§l£;2 - a(1+e)fnE
2
t

Come funzione di t y(w(t,u)) é una parabola del tipc y = (a/2) - bt —c.
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dove:

sy
i

#1%2 - xhalf2 - (1) w2

I

. 2 2
i 2 - w2
20
e gquindi la parabola ha la concavita rivolta verso l'alto. Avremo quindi che
v(w(t,u)) < yv(w(1,u)) ¥ t€[0,1] se e solo se (b/a)<(1/2), ciod se

b-{(1/2)a<?d. Valutiamo duindi.. b-(1/2)a:
{ 2 . 2 2
b-(1/2)a = Afhw + aafnZ - a(1ra)k|g]72 - (1/2) |2 + (1/2) |2
i 2
< il 2wl 2 + relinl 2 el 2 ~ ek 2
= bl _2lwll 2 + 2elnil 2wl 2 -etlwl 2/]e| 2) (1eoCivl 2/1Z] 2)k]z fiz
= Al 2wl 2 + asfn | 2] 2 ~olul 20 €] 2 +o ] 2)k
= ﬁwi|L2[A(1+0) fny, 2 - ko}[tlng _ ook !{wHLz]
Avremo che 1l terwine fra parentesi quadra é negativo se ny a implica che

2 S ande.
”g“L & grande

A questo proposito si noti che v, (u)<a implica

(1/2) § | !2 - (1/2)k {|w |2 - Afhw - (1/2)kﬁ£§2 -1fnt < a
da cui segue che
'2

(1/2)§121% + A fne > —a + (1/2)fwl? = (1/2)eflwl® - Afnw

(1/2)E| iz +Mnl_2fe) 2 2 -a + (1/2)(1—k>7l|wl[i2 -2l sl 2wl 2

~

2
I1 termine (l/2)(1—k)HwHL2 - A{ b 2"wﬂL2 & inferiormente limitato da una co—
L

stante, diciamo M, su E, e quindi:

2
12)gfC2 + A nfl 2f&ll 2 = - M.
(/2)lel2 2l nl 2l 2 = -a + i
cegliendo a negativo sufficientemente grande abbiamo allora che ue Y, impli-
ca che IEIF !fu’ é pit grande di una prefissata quantitd e ne segue percid

che prendendo a grande negativo, diciamo a<a, vale

rwit,u) < yw(,u)) ¥ telo,1]

Oy gy o S SN T ST NT— R ——— e
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w(s,u) € Y, ¥s€ [O,l] purché a's< a. Prendendo allora
. - a't

in modo che a’= a”~2nalﬁﬂa , abbiamo una deformazione di f in

11

a
e quindi se u €y,
al< 2%
a . . . . a . - a
E Nf, cosl costruita: si deforma T in f mediante e poi f in E NT
o A A A A o A
a
mediante @, dove ®(t,u) =w(l-t,u). Si noti che ¢ lascia fisso E f\f}. Quin
o n
a- it
di E F\fk & un retratto di deformazione di fi . Per completare la dimostrazio

o
ne é sufficiente mostrare che, per a grande negativo, vale
(i) 9R>0 tale che {EEEO: :1(5) = a} CBR
(ii) {ZEEO: ﬁ%i) = a} & star-shaped per a grande negativo.
Dalla (V3) segue che a,B>0 tali che
-végl-axziz -B = £, (E) = -21v, (§) = -m!ﬁlz + Y|El+B

da cui segue subito la (i). Dalla (V2) segue poi che:
, 2
(v (€),8) = k& + 2 (h(0),8) + (U (D),%)

2 : \
zk2|” - 2kl 4zl -edz] ) |E]
Poiché per a grangi negativi f, (§) = a implica lii grande, segue che

(V;(z}?§)>>0 per a grande negativo e guindi segue la (ii).EB

1.4. Lemma. u=0 & un punto critico per fo non degenere e di indice ind(0)=
=N + 2NK1 = 1i_, dove Kl = parte intera divk.

Dimostrazione. Che u = 0 sia punto critico per la fo segue dalla (V2). Abbiamo

poi che
dzf(o)[v,v] = [9 - [vro)v,v)

Utilizzando lo sviluppo in serie di Fourier
iht N
v(t):E v e’ v. €C, vE o v
h h
segue dalla (V1) che

&£(0) [v,o] = hgzz (h°-k) v, | 2

da cui segue il lemma.@

1.5. Teorema.: Supponiamoc che V soddisfi le ipotesi (V1),(V2) e (V3) con A=0.
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Allora (1.1) ha almeno una soluzione 2n-periodica non banale.

Se, incltre, V & tale che il corrispondente funzionale f abbia solo orbite
critiche non degeneri, allora (1.1) ha almeno NKl soluzioni 2nr-periodiche
non banali.

Dimostrazione. Applichiamo, per dimostrare la prima parte del teorema, il

teorema III.1.4. Le ipotesi di guest'ultimo teorema sono soddisfatte e esiste
0e€Z(f), punto critico non degenere con ind(0) = N + 2NK1> N. Quindi f ha
almeno un‘altro punto critico 4#£0..

Per quanto riguarda la seconda parte, basta applicare il teorema III.1.6. Si

ottiene l'esistenza di (N+2NK1—N)/2 = NKl orbite critiche diverse da 0.8

1.6. Teorema. Supponiamo valgano le ipotesi (V1), (V2) e (V3). Allora (1.1)
ha almeno una soluzione 2Zrn-periodica.

Inoltre & >0 tale che ¥ A€]0,%] (1.1) ha almeno due soluzioni 27—
periodiche.

Dimostrazione. La prima affermazione segue dallfosservazione I1I11.1.5.

La seconda segue sempre dall'osservazione IIT.1.5 (e quindi dal teorema
II1.1.4) osservando che:
[£1(w) vl- £ () v =] | (0,0 - k((u,v) = f(ur),v) =f@,v) +
+ k{(u,v) + [0 (),v) + A [(h,v) ]

= 1hul 2Iv,

Quindi
ber) - eitlls A ol 2 Y ueE ¥ 420
Inoltre f‘(;(u) = f'l‘(u) ¥ u€E ¥ A 20
sia B = {uekE : ”unls B}. Usando il lemma 1.4 e il teorema di inversione

locale, segue che @ €, >0 tali che ¥ ASE g GAE Z(fA )NB,, che & non

A
Possiamo percid di nuovo applicare il teorema III.1.4 ed ottenere un altro

degenere di indice ind(4,) =i =N + 2NK1.

runto critico um, £ GA.E
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