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PREMESSA

In guesta tesi vengono esposti alcuni risultati sulla regolaritd holderiana di
soluzioni di sistemi ellittici non lineari.

Nel primo capitolo vengono date le definizioni di sistemi ellittici e fortemente
ellittici non lineari ad andamenti controllati é ad andaménti non controllati e
viene detto in quale senso debbano intendersi lé soluzioni di Eali sistemi.
Vengono, cosi, introdotte le definizioni di soluzioni variazionali e soluzioni

1 N 1 oo N
Y, Ry (ued 'TNLT@QR)), gl. Tuttavia la

distribuzicne pér véttori ue H

esposizioné della teoria délla régolarité holdériana & stata limitata al caso

g=2, in guanto, nel caso generalé g1 la trattazioné necéssit; di parécchie

complicazioni tecniche éd inoltre i risultati sono ancora incompléti. Tale

argomento si & riténuto opportuno trattarlo diffusaménté in lavori successivi.

Nel caso g=2 la teoria délla régolarité»si présénta assal diversa a séconda

che i coefficienti del sistema abbiano andaménti controllati o guadratici.

Nel primo caso, studiato nél capitolo 5°, proviamo che, se n<4 e i coefficienti
. 0,6 N

del termine di ordine massimo dipendono solo da x e da Du, allora ueC (&2,R )

con 8¢ (0,1) opportuno, mentre negli altri casi u risulta parzialmente holderia=

na in . Tale risultato non & migliorabile, come mostra un noto controesempio

di Necas—Stara ([24]). Incltre, nel casoc generale, se n>4, detto Qb 1' insieme
di singolaritd della u, si prova H q(Q.O) = 0 per cualche ge (2,3), mentre, se
n-

n>4 non & possibile alcun controllo sulla misura di Hausdorff dell’ insieme

& . Invece, nel caso di sistemi ad andamenti quadratici, si prova solo un teo=
o

rema di parziale holderianitd, senza poter stimare la misura di Hausdorff del=

1' insieme £ . Tuttavia ci® & possibile se il sistema ¢ guasi-lineare e tale
5 -

miglioramento & dovuto a un tecrema di massimo modulc per sistemi lineari e a




coefficienti costanti.

La teoria della regolaritd esposta si basa su alcuni teoremi di regolarita

LP che, oltre ad avere un interesse loro proprioc, giocano un ruolo fondamentale
nello studio della regolaritd dei sistemi ellittici (e parabolici).

Si & esaminato, anche, il problema dell' ulteriore régolarité délla soluzione

u. A tale scopo si & introdotto il concétto di différénziabilité délla soluzio=
ne e, successivamente, si & posto il problema délla regolarita dél gradiénte Du.
Infatti 1° ulterioré régolarité ségué dallé téoria déi sistémi linéari, come &
esposto nel 2° capitolo.

Tnoltre si sono considerate socluzioni di sistenmi ellittici solo del 2° ordine.

E' nota anche una téoria pér sistémi éllittici di ordiné 2m con w>l, ma le
complicazioni sono di carattere formale, per cui, pér maggioré chiarézza espo=
sitiva, si & ritenutqkopportuno consideraré solaménté il caso m=1. Per la trat=
tazione dél caso m>1l si possono consultaré, ad ésémpio, [o] per i sistemi li=
neari, [9] e [12] pér i sistemi non lineari.

La téoria esposta & in rapida evoluzione, pér cui alcuni risultati sono gia
stati migliorati, ma di essi non si & potuto rifériré in guanto ancora in corso
dai pubblidazioné.

Colgo 1' occasione per ringraziare il relatore, prof. S.Campanato.
g p g




CAPITOLO I

Nozioni introduttive.

n
Sia © wun aperto limitato di R , m2, con frontiera sufficientemente regolare.
. n
Sia x:(xl,...xn) il generico punto di R . Indichiamo con (] )k e | Hk' rispet=
] 0] - . k
tivamente, il grodotto scalare e la norma euclidea in R , k=2.

Consideriamo il sistema differenziale non lineare di ordine 2

i o
D ,a (x,u,Du) + a (x,u,Du) in §
1

n
(1.1) Bu = - X
i=1

i N
ove a, i=0,1,...n sono vettori di R , misurabili in x, continui in (u,p) e
N
u: £ + R .

DEFINIZIONE 1.1. Diciamo che il sistema (1.1) & un sistema quasi lineare se

i n soa
a (x,u,Du) = X A  (x,u)Du + b (x,6u) per ogni i=1,.. n
i=1 ij 3 i

- hk N
ove A ., ={A_ , }sono matrici NxN e b sono vettori di R _
ij ij i

) ) O 3 3 0 .
in particolare se risulta anche a =0 il sistema si dice guasi lineare speciale.

Inoltre se risulta

i n
a (x,u,bu) = T A (X)D,u+ A (x)
J=1 13 J i

il

o . n
a (x,u,Du) = X B D u+ Cu
i=11i i

. hk hk ‘ N
ove BB, }, A, A |} sono matrici NxN, A e C sono vettori di R, il sistema
i i ij ij i

é detto lineare.

Chiaramente un sistema lineare & quasi lineare. Se il sistema (1.1) &

quasi lineare definiamo parte principale di E 1' operatore

43

n
D, (.Z

= A (x,u)D uj.
1 i3

(1.2) u+Eu= -
o 1ij 3

i

DEFINIZIONE 1.2. Diremo che il sistema quasi lineare ha parte principale lineare

se 1' operatore E, definito in (1.2) & lineare.

hk
Siano E, gli operatori definiti da

n .o _hk .
E =~ X D (2A D)) per ogni h,k=1,...N.
o i,3=1 1 3=1 43 4




L, bk , h
Diremo che il sistema & diagonale se, definito E0u={ Eo ju risulta E =0
per ogni h#k.

nN
Poniamo A.=le,§Z ove @t:Rn x R e siano
2 2.2
- (1.3) Viu,p) = (1+lal™ + lph™ per ogni (u,p)eja
1
2

2 N
(1.4) vip) = (1+ipl™) per ogni peR

DEFINIZIONE 1.6.Diremo che il sistema (1.1) & fortemente ellittico se

i o
p*a (x,u,p), i=1,...n, sono differenziabili con derivate
i
da (x,u,p)
.‘-—_—i—r—.—_—-‘-—__—.
]
apk

misurabili in x e continue in (u,p) ed inoltre esistono @1 e »>Q tali che

N n 3 i( ) . . 9 N i 2
a \X,u,p i.] a-
1.5 s — >v Vv , gl
(1-5) ) %a1 45 3 =7 (wrp) 2z, K8 g
o apk

) L i i N
per ogni (x,u,p)eA e per ogni sistema {§& }i_1 n di vettori & € R .
- YL

In particolare

5 2
N n  da (xup) i 3 a2 ey
(-8 %14 5 *—_ﬁr;:j;- £, f = oven v g, lETi
P
k

. . i i N
per ogni (x.,u,p)éA con llul<Mm e per ooni sistema {£°}, di vettori £ eR
i= n

1...

i
DEFINIZICHNE 1.7. Diremo che il sistema (1.1) & ellittico se p * a (x,u,p),

i=1,...n sono differenziabili ed esiste v> 0 tale che

N n i -2 2 2
da (X:urP) ! ( i
1.7 t A >p V w,p) Al linl
(-7 et 5,31 S i3 M7 1

3

G}
Py
n ) N
per ogni (x,u,p)eA , per ogni Ae R e per ogni ne R .

Se il sistema (1.1) & quasi lineare le condizioni (1.3) e (1.7) si

trasformano, rispettivamente, nelle seguenti

, . 2
7l N 1 J —~2 n i
(1.8) | v (A (x,u) & | £7) =2v V% e =1
i,4=1 13 (W .z BN
(1.9) £ 5 3 m; (x,a)n lmy= o Vqu( ) NE M
i,3=1 miuj\“ij x,a)n in)= v u n

o hk
Inoltre, se vale la (l.g), ossia se E ¥ E, } & fortemente ellittico, tutti




hh
gli operatori della diagonale E, sono fortemente ellittici nel senso che

o -2 n_ ;2
h
(1.10) . % A,h(x,u>él§3 >vv  (w = gl
i,3=1 17 i=1 N

e analogamente se E5 € ellittico dalla (1.9) segue che tutti gli operatori della
- diagonale sono ellittici, cioé

-2
M v ) I

(1.11) & aaals>

. K n
peI Og]ll € R -
l, l‘l :i j i y

hk
Gli operatori E, con ¥k possono non essere ellittici, come mostra il seguente
esempio.
Si consideri n=N=2 e sia E 1' operatore definito da

A se h=k

hk
o - .
5 0 se h¥k
0
2 ' e 21 12 N o
ove A = ¥ -—— . Chiaramente E_ & ellittico, ma E. =E non & ellittico.
i=1 2 o] o) o
0x .
i

Osserviamo, inoltre, che la condizione (1.5) implica la condizioné (1.7) come

si verifica immediatamenté sostituendo nella (1.5) £i=Rin, i=1,...n, MER .

Le due condizioni (1.5) é (1.7) sono equivalénti nel caso delle equazioni
ellittiche, ovvero sé N=1, méntre sé N>1 ésistono opératori differenziali che
verificano (1.7), ma non la condizione (1.5), come mostra il seguente esempio
riportato in [ 7 ].

Si consideri il sistema differénzialé déll' elastostatica

(1.12) Egu = - g Au - (g + 28)grad div u

ove 3 e f§ sono costanti tali ché a >0 é (q+3)>0 ed inoltré N=n.

Posto ¢, ,(u) = (D ,u, + D,ui)/Q, all’ operatoré EO corrisponde la forma bilineare

i3 13 J

alu,p) = ZS-a_% ¢ (w) ¢, ) + B div u dive ax
ij=1 "1ij i3

Q
e la forma guadratica
N . s
. n 2 2
a(u,u) = ZS-a 2 L6 twy] + B (divw) dx = )Glu) dx
S i,j=1 ij

L' operatore Eg, si pud scrivere in forma divergenza introducendo le matrici

A tali che
1]



Eu= - 2 D (& Du)
o ij i i3 3

da cul segue

hk
(1.13) G() =2 (a pul Duw =2 Z A  Du Du
ij i3 3 i ij hk i3 3k i h

’ ed inoltre

o e 4
114 @ £l =2 2 al )l
ij ij ij hk 1ij *k °h

hk

1.15) = : l =2 % a
( ) ij £ Ej(Ai' nln) 3

3 i3 nk i3 57 £in

ouindi i primi membri delle (1.14) e (1.15) si ottengono formalmente dalla

‘ ' ) i
(1.13) sostituendo il termine D u, rispettivamente conf¢ , 6 € ¢.q.-
13 J 13

n
Pertanto, per ogni g,ne R . risulta

2 2

S g (a ) = 2t Carag) )2
13 185045 nl n o fgn Nl BT Eyny’ = el Inld

ove
a se (o#+28)20
2(ag)  se —a <g <-o/2

ossia & verificata la condizione di ellitticitd. Vediamo che, in generale, il

e el oen i m
sistema (1.12) non & fortemente ellittico. Infatti per ogni £ =(£%5...8) £ e R

risulta
3 i o i j2 12
Z(a | = —2 (¢ + +25(3
Se e e =l ) BCT &)
La condizione
L . 2 2
i
Z(,, EJ 'gld =v "E H per ogni (€ R
ij i3 i
implica
2
%n +pgn 5 p N v >0 , o >0, B>-o

) ; n 0 . - ) > .
(come si verifica sostituendo g=(e1,...,e ) ) e tale condizione non é verifica=

ta se - << @ -%)/n.

Ci occupiamo, ora, di studiare guali limitazioni sull' andamento all' infi=
, ‘ A S,
nito dei vettori a , i=0,1,...n occorra supporre affinche abbia senso parlare

di soluzioni del sistema non lineare (1.1) e in guale senso debbano intendersi




1 N
tali scoluzioni. Nel seguito consideriamo u€H ’q(ﬂ,R ) con g>l.
Supponiamo <<n, n22 e che per ogni i=0,1,...n risulti

1.16) latcupl < £ (0 + ¢ (lal® + 1pfy
1

-1
-~ ove f.elg () ed inoltre
i

o gualsiasi se n= g
O <gn/(ng) se > g
B <g

DEFINIZIONE 1.8. Definiamo andamenti lineari i seguenti
i
(1.17) la (x,u,p) Il < £ (x) + clul+liph per ogni (x,u,pleA
i
ove f, sono sommmabili in £ per ogni i=0,1,...n.
i

DEFINIZIONE 1.9. Definiamo andamenti controllati i seguenti

Hai(x,u,p)" < £ (x) + c(“uﬂu+ﬂpf) per ogni i=1,...n
(1.18) +
12° (w00 | < £o000 + clul® +lpl”)

r n/ (n+qg'
ove £ ell (@), i=l,...n, fel /(n¥a’)
1

K ) se n>q e foeLt(SZ), te(l,2) se n=q,
o,y =1 verificano le seguenti iimitazioni
o <nlg-1)/ (n-q) se n>g nessuna limitazione su  se n=q
B <(ng-n+g)/(n-q) se n>qg nessuna limitaziocne su 8 se n=g
6§ < g-1
v < (ng-n+qg) /n se i>g v<g se n=qg.
Le condizioni (1.18) sono tali che
_1’ql

11 N n i O N
uéH q(sz,R ) = ,21 Da (.,u,Du) + a (.,u,Du) ¢ H (2,R)
i= i

DEFINIZIONE 1.10. Diremo andamenti non controllati se sono verificate le

condizioni (1.16), ma non sono verificate tutte le (1.18). In particolare
definiremo andamenti naturali i seguenti

bt I < cuo v&! i=1
la {(x,u,p)ll € c(B) V (p) gl i=1l,...n
(1.19)

. O g

fa x,u,pl €< cx) v (p

A

[y



per ogni (x,u,pleA tali che lul<K.
In particolare definiremo andamenti quadratici gli andamenti naturali con g=2.
In tal caso le condizioni (1.19) diventano
Hai(x,u,p)ﬂ < cl(K)(l+ﬂpﬂ) per ogni i=1,...n
(1.20)

2
1% G, | < ey () (1+pl )

i 1 N
DEFINIZIONE 1.11. Diremo andamenti controllati non naturali se a eC (AR ),

i=0,1, .n ed inoltre esiste g2 tale che

1
laty+ 2 " 22
s=1| o ¥

(1.21)
N n
kél(

-1
’< c Vq (u,p)
oo | |52
+
du |
k

o3
Py

-2
)< ¢ v¥ 7 (u,p)

521
per ogni i=0,1,...n.

. i 1 N
DEFINIZIONE 1.12. Diremo andamenti naturali sulle derivate se a €C (AR ),

i=0,1,...n, ed inoltre esiste ¢g>1 tale che per ogni (x,u,p)eA con lul<k e per

ogni i=0,1,...n risulti

i i
i nl aa N =nl da “ g-1
+ ¥ + < K) V
la b+ z,]5% " 121 j§1] el DR (P)
s k
(1.22)
i
N n da q-2
= < K
W1 jgl u ap? ” c2( )y v (p)
k

Definiamo le soluzioni nei casi in cui i coefficienti verifichino le limitazio=

ni sopra indicate.

DEFINIZIONE 1.13. Nel caso di andamenti non controllati diremo che un vettore

1,¢ N ’
weH (Q,R ) & soluzione distribuzione del sistema Eu=0 se

(1.23) ji}%l(al(x,u,Du) | D) dx + J (2 (x,u,Du) | ¢) dx = O
= 1
@ N
per ogni weC;(Q,R ).

DEFINIZIONE 1.14. Nel caso di andamenti controllati diremo che un vettore

1 N : ) '
ue H %Q,R ) & soluzione variazionale del sistema Eu=0 se

1R St

{1.24) S (al(x,u,Du) | Dy¢) dx + S (aO(x,u,Du) | ¢) dx =0
i
9

w ik Sk

T TR

S T




/< N

per ogni ye H (LR

1
(&)
. . 1 N
Per ogni andamento non controllato, scelto un sottospazio VC H (2,R ) esiste

) N
uno spazio vettoriale V. O C (,R ) tale che 1' espressione
o o

n i o
(1.25) 512 (a (x,u,Du) | Dyp) dx + S(a (x,u,Du) | ) dx
= bk
19/ i Y]
ha senso per ogni veV e per ogni gpeV
o

DEFINIZIONE 1.15. Definiamo soluzione debole del sistema Eu=0 un vettore

e V tale che

n i o]
(1.26) f,zl(a (x,u,Du) | Dp) dx + S(a (x,u,Du) | ) dx =0

i= i

Q . 9] ,
per ogni peV se ®VC, V_ per ogni geC=(Q), ciod $ueV_per ogni wV e de C; «) .
o o o o

Le soluzioni variazionali sono anche soluzioni deboli. L' implicazione opposta
& vera solo in opportune ulteriori ipotesi. Ad esempio in [5] si prova che

se i coefficienti a hanno andamenti quadratici e soddisfano ulteriori condizio=

ni allora se e (0,1)

O,y

2 O,y N N .
wH nNC ©Q,R) = Duc (/R ) per ogni s=1,...n
ocC s .

1

e quindi u risulta anche soluzione variazionale.
In [Q] sono riportati alcuni esempi di sistemi ellittici con gli andamenti
sopra considerati. Nel casc di andamenti controllati si possono considerare le
soluzioni dell’ equazione di Eulero di funzionali

H(u) =Sf(x,u,Du) ax
ove si supponne f: A - R tale che x + f(x,u,p) sia misurabile per ogni (u,p)eﬁ

1 - - -
e (u,p) = f{x,u,p) sia di classe C per ogni xe{} . Dalle ipotesi considerate

: : 1 N . 1 N
segue che H € G-differenziabile su H (Q,R ); Per ogni u, v eH (R ) risulta

aH (u) d S N n 3f(x,u,Du) g n 3f(x,u,Du)
— = [T Hlutty) ] = ———3—— D dx + b3 : a
pe  lar PRIL0T )y 2p} ifx & K xZ1i21 oul Py OF

P

Eguagliando a zero 1' espressione sopra considerata si ottiene un sistema del

tipo (1.24) con




i 0f(x,u,p) o
a (x,u,p) =———F—— per ogni i=1,...n
k apt
k
/ o n 9f(x,u,p)
a (x,u,p) = | *——~—r~“E
k i=1 Buk

Soluzioni deboli di sistemi del tipo (1.25) ad andamento non controllato sono
ad esempio le soluzioni dell' equazioné di Eulero di "funzionali quadratici"
n
H(u) =5, 2 (A& (x,u)Dul Dyp) d&
Q3.,j=1 ij i |

1
ove A , (x,u) sono matrici NxN misurabili in x e C inh u tali che A , sono
ij ij

simmetriche e limitate per ogni i,j=1,...n. Il funzionale H & definito su
1 N ‘ ’ 1 N oo N

H (2,R )}, ma risulta G-differenziabile solo su V=H (,R ) N1 (,R ).

Per ogni u,weV risulta

3H N n oA
___ig)z 2 g (A (x,u)Dul| D) dx + % 2 }ﬁg L (x,0) D.ul I)ng dx.
a‘p l,jsl 17 i 3 k=1 ij= 1 J k
0 du,

H(u)

Osserviamo che se ueV & soluzione dell' equazione di Eulero =0 per ogni

peV, a fortiori, risulta

0H (u) 1 N ©o N
(1.27) — =0 per ogni ¢eVO=H ,r) NL (Q,R).
o

de

L' equazione (1.27) & un sistema del tipo (1.26) ove si ponga

al(x,u,p) = 2 _E A (x,u)p. per ogni i=1,...n
=1 1ij 3
oA, (x,u)
o n ij
a (x,u,p) = i z"‘l Pi b,
k

, B . T e e e
Notiamo che V,V e 1 coefficienti a wverificano le condizioni richieste se
@)

o :
i=1l,...n mentre a non ha andamento controllato.

Per concludere introduciamo il concetto di sistema base.

DEFINIZIONE 1.16. Il sistema (1.1) & un sistema base se risulta

i i
a = a {(bu) per ogni i=0,1,...n.

. . L . s . L .1,
In particolare se il sistema base € quasi-lineare 1 coefficienti a risultano

costanti.




L' importanza che gquesta classe di sistemi riveste nella dimostrazione deil
teoremi di regolaritd & gid nota nel caso dei sistemi lineari essendo stati
introdotti in [Q] , come generalizzazione del lavoro [3] sulle equazioni

eéllittiche.




CAPITOLO IIX

Teoria della regolaritd: generalita.

Dato ¢>1 e il sistema non lineare
n i
(2.1) Bu=- X D.,a (x,u,Du) + b(x,u,Du)
=1 i
ci proponiamo di studiare i seguenti tre problemi di regolaritd:
1 N 1 oo N
a) holderianitd della soluzione u,cioé se ueH 'T(Q,R) [uweH ' N1 @R)]
& soluzione del sistema (2.1) vedere se esistono condizioni per cui risulti
. . . o,A n
u holderiana in £,ossia ueC (,R ) per gqualche A tale che OA<i;
. . imaa . . s 1, N l,q e N,
b) differenziabilitd della scluzione u, ciodé se ueH (,R) [ueH N (2,RrR)]
& soluzione del sistema (2.1) vedere se risulta
2,2 N

ue H (&2,R )
loc

(2.2
v(q—2)/2

2 N
(Du)D Due L (2,rR) per ogni j,s=l,...n
s j loc
nel caso in cui g=2 e

2, N
ue q(Q,R )
(2.3)

(g-2)/2 2 N
v 4 / (Du)D Due L (4, R ) per ogni j,s=1,...n
s j loc
se ge (1,2);
s - l.g N L,q *® o N
c) holderianitd del vettore Du, cicé se u€eH (2, ) [ueH NL (2,r)]
& soluzione del sistema (2.1) ed & differenziabile nel senso precisato
al punto b), vedere se esistono cvondizioni per cui Du risulti holderiano in
. 1, N ' ‘ ) )
1 , ossia ueC (2,R ) per qualche A tale che O0QA<l.
Il problema b) & stato risolto cen condizioni naturali sulle derivate in

[13] nel caso g=2 e in [9] nel caso generale g>l e per sistemi ellittici

di ordine 2m, m>l, mentre per i sistemi ellittici del 2° ordine, nel caso

o,A N
particolare osn (quindi ueC  (§,R ; con ) opportuno) il risultato era gia

§ N

stato provato da Morrey in [2!] e in [22].

Per i prcplemi a) e ¢) la situazione =i presenta assai diversa a seconda che




N=1 oppure N»1. Infatti, nel caso delle equazioni, i proplemi a) e c) ammettono
risposta affermativa, come & provato in [20] e in[21 ]. Nel caso, invece, N1,
la risposta dipende da n. Infatti c¢' & holderianitd globale solo nell' ulterio=
_re ipotesi Xi1Rg+2, mentre se n’g+2 si pud richiedere solamente 1' holderianita

parziale.

DEFINIZIONE 2.1. Diremo che il vetttore u & parzialmente qg-holderiano in & se

esiste un sottoinsieme , C & talé che
o € chiuso in @
mis( Qg) =0
wec” % 0- 0)
e diremo che Qg & 1' insieme singolare del vettoré u.

) N
DEFINIZIONE 2.2. Sia A un insieme di R e ¢ 0. La misura di Hausdorff di indice

¢ dell’ insieme A & definita da

B (A) = liminf {3(diam Ai)E

: WA Da, diam A <r }
e ii i

0
e la dimeis;;ne di Hausdorff déll‘ insiéme né définita da
dimH(A) = inf [ 0 : HE(A) =0 }
Nel caso N>, i problemi a) e c) debbono, guindi, éssére riformulati in termini
di parziale holdérianité déi véttori u e Du e, introdotto l1' insieme di singcla=
rita Qb’ si pone il probléma di valutaré la misura di Hausdorff dell' insieme & .
La teoria della regolaritd per i sistemi non lineari pud dirsi conclusa guando
si riescano a dimostrare i punti @) b) e c¢) .in quanto in tali condizioni il si=

stema non lineare (2.1) si pud riscrivere come un sistema lineare a coefficienti

regolari. Infatti dall' equazione

{ n i o . , oo N
) 'Zi(a (x,u,bu) | De) dx + 3 (a (x,u,Du} | ¢) dx =C per ogni gECO(Q,R )
i= i
Q Q
_ 2 ey
gostituendo ¢=D V¥ con ¢eC (,R ), s=1,...n otteniamo
s o

n i ! 2 had N
j . (b a (x,u,bu) | DD V) gx = 5 (a (x,u,Du) | D°V¥) dx per ogni ¥eC (,R)
o i=l s i s 4 s o)



o
B

Formalmente risulta

i i i
. a D N & D N 3 u,D
? al(x’u'Du) B ém—ifiELMEL. " kzl - ;X,u, = b uk+ ‘El k=1 —E*é§324~21' D u
s = = =
XS Uk s 3 Pk s j
da cui, posto
i
- bk da; R {Ahk} o . .
- = er ogni i,j=1,...n =1....
ij  ap] i3 ij per ogni 1,3=4, k=1,
k
. i i
is da- n da
F o=~ —+ X, Du —
0x k=1 s k 9du
s k

si ottiene

(2.4) j,_ 5 (A, {(x,u,Du)DDu| DDy dx =
O i,3=1" i3 s j s i

i 2
= J’. % (Fls(x,u,Du) | DD y) dx + ‘g % (ao(x,u,Du) | DY) dx
i,s=1 s i P s=1 s

oo N
per ogni ¢eCO(Q,R’).
I coefficienti A  (x,u,p), (x,u,p)eA , sono matrici NxN, limitate e dall' ipote=
i3
si (1.5) segue
L Y
> I S et s, 8 [
X, v
n =1 i, 5= By RIE 5 2V N
cioé la condizione (1.8).
Pertanto, siccome i vettori a secondo membro dipendono da u e Du, ma non dalle
derivate seconde della u, il sistema (2.4) pud riguardarsi come un sistema for=
temente ellittico gquasi-lineare speciale di ordine 4 che formalmente si pud ri=

scrivere nel modo seguente

n n is n o
(2.5 ... p . (& (x,u,Dw)D un) = ¥ D F (x,u,Du) + Z D a (x,u,Du).
Lis=1 si ij s] i,8=1 is s=1 ss

1
i ... da o is
Pertanto se si suppone che i vettori a siano differenziabili, g~jy a ePF
P
k

i,j,s=1,...n h,k=1,...N siano continui é si dimostra che il véttore Du &
holderiano ( in un opportuno sottoinsiéme di ) il sistema (2.5) diventa un
sistema lineare di ordine 4 a coéfficienti continui e, quindi, dalla teoria
sviluppata per 1 sistemi linéari segué che é risolto il problema della regola=

rita di u.
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Concludiamo il capitolo osservando che, se proviamo che u & holderiana in
£, allora con un procedimento analogo a quello seguito per provare la (2.4),
il sistema (2.1) pud esssere visto comé un sistéma quasi lineare nel vettore
- U=Du. Se si prova 1°' heldérianité anché del gradiénté, allora il sistema pud

essere riguardato come un sistema lineare a coefficienti regolari, del secondo

ordine, nel vettore Du.




CAPITOLO III

Alcuni spazi funzionali.

In questo capitolo riportiamo alcuni noti risultati sugli spazi di Sobolev

m N .
'P(Q,R ) e, successivamente, richiamiamo la definizione ed alcune proprieta

. 2 N
degli spazi L K,R) el

A N
dr (©Q,R), per le cui dimostrazioni rimandiamo a [ ¢l

e af2.

N
§ 1. Spazi B 'S(@,R)

Richiamiame alcune note definizioni.
k = N . L , - , ,
C (Q,R), kN @& lo spazio dei vettori continui in & con le loro derivate di

ordine lgl<k e la norma & definita da

fall N sup{lDau(x?I: %€ Qo] <k}
c (2,rR ) ‘

kr’Y" N . . k = N .
Se v€0,1] , keN, denotiamo con C (2,R ) il sottospazio di C (,R ) dei vetto=

ri y-holderiani in Q e poniamo

flal N fall k- x + fiull Ky - N
c '@, c (Q,R) c R
ove
o o
D =D
m U\m K - X = supg }T(X) "'7 U(y)[ :XGQ,, yEQ, x—r*—y e fOL g:k .
c IV(Q'R ) xX-y
Posto

dg, = inf{ Ix-yl : %8, vy }

si ha il seguente teorema

TEOREMA 3.1 (SOBOLEV). Se £ ha la proprieta di cono e 1<p<n/m

&*
m N N *
H 'p(Q,R y C me(Q,R ) con 1/pm =1/p - m/n
e si ha la maggiorazione

}—m
(3.1) hal , <c; 2 a2 u
Fm -




Se p>n/m allora

m, N o~ N
B PQ,r)Cc"@,r)

e si ha la maggiorazione

- j-n/

(3.2) sip lutol <c) £ @™ 1d

X€Q J= H P
Se pon e 038 & localmente lipschitziana

1 N oY = N

H 'P(Y%R yCc " &,rR) con Y=1-n/p
e sussiste la maggiorazione
(3.3) l < [l

Co,’)’ Hi,p

ove c3 e c2 sono stabili per omotetia.

TEOREMA 3.2 (RELLICH). Se §! ha la proprietd di cono e p€ L,nl 1' immersione

1, N N
j: H pél,R )y Lqéz,R ) & compatta per ogni g€l1l,p*) ove si assuma p*=+° se
se p=n.

TEOREMA 3.3. Se {! ha frontiera 05} localmente lipschitziana e >n 1' immersione

1, N o} N
j: H P62,R ) > C (,R ) & compatta.

Denotata con %Q la media integrale di u su £, cioé
-1
u., =fu dg = (mis @ ) fa dx

@ 9 Q

si ha i1 seguente teorema

. . L,p N .
TEOREMA 3.4 (POINCARE'). Se {2 & convesso, per ogni ¥ H '~ (,R) si ha
(3.4) “u—-uﬂn < ¢ dn ]u! se P€[1,+°°)
1 1,
L @) L)
(3.5) ﬁu—ugu <c, dq [l se pel1,n)
* 2 1,
L* @) 5 T@)

ove ¢, e ¢, sono stabili per omotetia.e p*=P§~
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A

7 N ’ N
§2. spazi Lt X(Q,R ) e c QR )

Introduciamo alcune notazioni.
Poniamo
n

B(xXq,xr) ={ %R : [x-%,] < ¥ }

Q(xgrr) =0 N Blxg,xr).
Se A e B sono spazi di Banach, A »~ B significa

ACBCA con norme eguivalenti.

. - , .. . . . arA N

Se 0 & un aperto limitato di R , definiamo gli spazi di Morrey L (/R ) nel
modo seguente

N
DEFINIZIONE 3.4. Siano gl e AgO,m . si definisce Lqu(Q,R ) come 1' insieme

N
delle u: Q>R per le guali risulta finito il numero

A a t/a -
(3.6) al = sup{ r 5 fu(x)] = dx : Xy e Qexcd . ’
. ¥ . . ) N :

Si prova che 1' applicazione L Q/R) u +»u

SN

L
- am, N . .
& una norma che rende L (©,R ) spazioc di Banach.

Come & noto si pud provare immmediatamente il seguente teorema

TEOREMA 3.5. Per ogni g1 e 3>»0 sussiste 1' immersione continua

2 N N
L @R ) @Lqm,R )
e in particolare per ogni g=1 valgono gli isomorfismi bicontinui

0 N N
2 q,r) = 1Y@,R)

dq,n N N
L ©QR) =L R ).

; N . . . . .
DEFINIZIONE 3.6. £Q:A ©:R), =1, A>0 & il sottospazio lineare delle funzioni

q,. N C
wl ©,R ) per cui risulta finite il numero

Ml | = su rﬁ\/q u-u (x )}
an P I r o a . x €81, 0
L L9 ,vry, R)
o

ove u (x ) denota la media integrale di u su f(x ,r).
r o ¢




A N
In| 2 ]& provato che 1' applicazione il coc (£2,R ) » R definita da

A
£q

il kzﬂd N + fidl

, 2
e vi@,r) o4
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A N
& una norma che rende £q (€2,R ) spazioc di Banach.

+
DEFINIZIONE 3.7. Un aperto Q & di tipo (A) se esiste keR tale che per ogni

X eﬁ ed re(0,d ] risulti
o Q

n
mis Q(x ,¥r) 2 k r
o

TEOREMA 3.8. ([Q]). Se © & di tipo (A) per ogni ¢! si hanno le seguenti

proprieta:
i) se he[ O,n) vale 1' isomorfismo bicontinuo
120,/ = ¢ o, R
ii) se Ae (n,n+qg] si ha
,Eq’?\ QR = o (fz,RN) ove Yy=(A-n)/q

X N
iii) se A>n+g £q, (Q,R ) & isomorfo ( sia algebricamente che topologicamente )

N ,
al sottospazio di Lq(Q,R ) delle funzioni u=(u1,...uN) le cui componenti

u,, i=1,...N sono costanti.
i

TEOREMA 3.9. ([25]). Per ogni gl e per ogni p>! sussiste 1' isomorfismo

bicontinuo
n N n N
L) =R .
. p.n N . i ) ) . . N
Lo spazio £ (Q2,R ) si denota, usualmente, con il simbolo 86(Q'R ) e nel
n A . . .
caso " © cubo di R " F.John e L.Nirenberg ne hanno dato una caratterizzazione
in [20].
Dal teorema di Poincaré segue facilmente il seguente teorema

t

’ n N
TEOREMA 3.10. Se Q & un aperto convesso e limitato di R, u €H p(Q,R ),

A N v N
D‘UeLp' (Q,R ) per ogni i=1,...n e per ogni Ae[O0,n) allora risulta ue£q' (,R)
i

ove r=n+q(p-n+\)/p e per ogni qel[l,p*] se pe (1,n) e per ogni ge[l,~) se p2n.




CAPITOLO IV

Regolaritd dei sistemi lineari.

Consideriamo il sistema lineare ridotto alla parte principale
(4.1) Eu=- 3 D (A (x)Du) =F
J

o i,J=1 i 1ij

. o0
ove Ai' sono matrici NxN tali che A, €L (£} per ogni i,j=1,...n e sia
i

!

0 2 \?

M = sup (i_ 2_1 la ol ) .
%eQ 1,35 13

a) differenziabilitd della soluzione u.

Dimostriamo un risultato di differenziahilitd delle soluzioni distribuzioni.

n
Sia B(r) = B(x ,r) una sfera di R .
o

] N ’
LEMMA 4.1. Se ueH ' (B(r),R), p>1, te(0,1) e |h|<(1-t)r, definito

i
u(x+he ) - u(x)
(4.2) Ti,hU(X) = N
risulta
(4.3) I hu“ < llp ull per ogni i=1,...n.
PPy T P

Dimostrazione. Risulta

1 1 d i 1 i
T ua=— [ — u(x+the ) dt = [ (D u) (x+the ) dt
i,h h dt i
0 0
da cui segue
1 i
flr hulip ax < fat S D u+theT ax < fIIDiullp dx. O
i i
B(tr) ' 0 B(tr) B(x)

1 N 1 N
Per ogni ueH {(,R ) e per ogni yeH ({,R ) poniamo
e}

n n n
a(u,p) = 2 j'(_E A Du+2aubDpdx+|(ZBDu-+Cu)lp dx
l=1Q 4=1 13 3J i i i=141 1

n
a (u,p) = | Z 5’ A DuDy dx.
o ij i

i,j=1 J

o] N
TECREMA 4.2. Se u L" (B(xr),R ), 1<p<+ee, ed esiste M>0 tale che

(4.4) hro wl < M per ogni |hi<(1-t)r e i=1,...n
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. N , .
Dimostrazione. Fissato i tale che I<i<n, essendo LP(B(tr), R ) riflessivo

segue che esiste una successione'{hm} N tale che lim h =0 ed esiste
ne
m=> o

i p N
v €L {B(tr),R ) tale che
i . P N
(4.26) T s v debolmente in L™ (B(tr),R ).
i,h
m

had o
Per ogni ¢eCO(B(tr),R ) segue che
' i
lim .r (Ti - | v) ax = J-(v [ ¢) ax.
m®B(tr) ~''m B(tr)

Quindi

lim J (ul T ) dx = "j(vl I ) dx

mreo B(tr) " m B(tr)
da cuil si ha
i ke N ¥
_j (ul D) dx = -ﬂj (v | ¢) ax per ogni weCo(B(tr),R ) !
5 i
B(tr) B(tr)
Pertanto risulta
i
v =D u nel senso delle distribuzioni su B(tr).

i

S 1, N
Essendo 0B(tr) regolare da (4.4) e (4.6) segue ueH p(B(tr),R ) e

i . Lp
v =D, u nel senso di H
i

N
(B(tr) ,R ).

N -1 -1
Cuindi per ogni geLq(B(tr),R ) ove p 4+ g =1, si ha

(. ulg ax|<u gl
i,h a

B(tr) m L (B(txr))
da cuil

| { (0l g ax | lgl

B(tr) L7 (B(tr))
Quindi si conclude

o, ul <M per ogni i=1,...n. O

1F (8 (tr))

A , o -
TECREMA 4.3 (Garding) ([1]). Se 1' operatore E & ellittici, A eC (),
i3]

- .
B, B,, DelL () per ogni i,j=1,...n, esistono due costanti positive Cor Cﬁco
1 1 1

‘ 1 N
stabile per omotetia, tali che per ogni ueH (Q,R )
o

2 -2 2
(4.7) a(u,u) cyvlul y T c, dQ Ju ll -
H &y L (.



Poniamo A = A B = A e C= A er ogni i=1,...n.
i Pior PiT To oo PEF °° '
A 1 N . , , . , .
TEOREMA 4.4. Sia ued (B(r),R ) soluzione distribuzione in B(r) del sistema

1 2
(4.1) che supponiamo ellittico. Se A ¢ (B(r)), i,3=l,...n e Fel (B(x))
i3

2 N
allora per ogni pe (O,r) risulta ueH (B({),R) e vale la maggiorazione

ful < c {!!FH + Jull }
2 2 1
’ H (B(B)) L (B(xr)) H (B(r)

ove ¢ dipende da p, y e diverge per p— T.

Dimostrazione. Siano pe (0,r) e

-1
T u(x) =t (u(x+tes)—u(x)) con |t (r-p)/4.

®° n n
Sia ®eC (R ) con G¥<1, 9=1 su Blp), =0 in R.—B(ro) ove r_=( + r)/2.

o

: 1 N
Sia s un intero tale che Ksn; per ogniyeH (B(x),R ) si ha
o

9l <
(4.8) | a(r t@u),@i !a(TS t@u);,o)+a€9u, T

Sy r

@ N Hagu, .,s’__tw)—a(u, 0fs'_£p )+

=

+1<£, o1 p>| = A+B+C.
s,-t
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1 N
Poiché o7 ge H (B(r),R ) per il lemma 4.1 e la diseguaglianza di Sobolev
o)

Sy~
seque
c <l _ Hﬁfs _t¢U , <clpx) I lr, _ol <
L™ (B(x)) 7L (B() L™ (B(x)) LB
< ¢
c Il ) le |

1
L (B(xr)) H (B(x))

w
it

r

l S 2 Sl

D g)-(A Du ) 1 dx
i20 5 N T N
B(Io)

1
Essendo A eC (B(xr)) per il lemma 4.1 e la diseguaglianza di Sobolev si ha
ij -

l 5 (D ¢ Ai.u | g Do) dxj= I S (7 t[D_g.A‘.u]'[D_w) dx | <
B(r ) ] e By o )
o o
< clprx) I . lel . .
H (B(x)) H (B(r))
Analogamente
Dt? A D u <
[ Jop @ 2 8|S elan b el
(r ) H (B(x)) H (B(x))




da cul segue

(4.9) B< cip,r) lul fol

Maggioriamo A

A D (du)] rDi¢)} dz | =

19 —
£ {(Aij TstDj( uHDiW ) (Tst[ ij 3

n
2= S iZ0 520
B(r )

n n S
= | ] 2 5 ¢ a D (9w (x+te )| D) dx |
i=0 3=0 st i3 3J i

B(ry)

da cui per il lemma 4.1 e per la diseguaglianza di Sobolev segue

(4.10) A <c(,r) lul . | ol {
H (B(x)) H (B(r))

Scelto ¢p= 71 t(&u) dalle maggiorazioni (4.8),(4;9) e k4.10) segue
Sy

alr (Sw), r ) < clp,r) { £l + i }lr (B .
s,t s,t 1 s,t
L (B(x)) H (B(x))

Per il teorema di Garding e per il lemma 4.1 risulta

iTS t(ﬁu)l2 < cw,p,r){ £l 5 + lal . }ir t(0u)| . +

! H (B(ry)) L™ (B(x)) H (B(r)) ' H (B(ry))
+ c(v,xr) lr t(ﬁu) i§2 <

= L™ (B(ry))
< clw,p,r) {I£l + full 1 ITS t(ﬁu)l + cv,x)| Sy 1
L™ (B(x)) H (B(x)) ' H (Blrg)) B (Blry))

da cuil
g w1 <cwp,n (1l 4l }

' B (B(ry)) L (Br)) H (B(x))

Bpplicando il tecrema 4.2 si conclude

nun22 <cw.p.n) 1 ufn22 + lal? 3. O
H (B{(p)) L (B{x)) H (B(x))

Diamo ora ora una dimostrazione del teorema 4.4.

Altra dimostrazione del teorema 4.4. Con le stesse notazioni ed ipotesi introdot=

te precedentemente, posto

6 ux) =hT ux con t <(r-H)/4
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definiamo
6° )
=g o u) .
4 s,-t s,t

Pertanto otteniamo

2
j z (A Dul| D o & o u) ) dx =
Q 1 i3 3 i syt s,t

2
= JiZ(o (a-Du) | D, & o u ) dx=
i3 s,t i3 3 i s,t

2

2
=.j(o (&, Duw | 9D, (o u)) dx + ‘5(0 (A, Du) | 20 ud D 9) dx.
s,t ij 3 i s,t 3 s, t 1ij j s,t Jj

0

Per brevitd supponiamo che il sistema sia ridotto alla parte principale,altri=

menti le complicazioni sono solo formali.

Essendo
s
5} (A, Du = (o A )D u(xtte ) + A . o¢ D u
s,t ij J s,t 1j 3 ij s,t j
segue
2 s 2
A o Dul ¢ D, (o u)) dx = - Y ((o A )Du(x+te ) | 9 D (o u)) dx +
ij s,t 3 i s,t s,t ij 3 i s,t
Q Q
- 5'((0 A.‘)D.u(x+tes) | o ud DF) dx - 2 j(A_.G Dul o u ¢ D ¢)dx+
s,t ij J s,t 3 ij s,t jJ s,t 3
Q Q
2
F dx.
+g’( ! GS,—t(ﬁ OS,tu)) b 4

che possiamo riscrivere come A = B1+B2+B3+B4.
Con tali notazioni si pud minorare A grazie all' ipotesi di ellitticitd e si ha

2 2
A> vjé lo pul™ ax.
o s,t

Analogamente alla dimostrazione precedénté si possono maggiorare 1 termini Bi,
i=1l,...4 e, guindi, applicando il teorema 4.2 si conclude. 0

La 2° dimostrazione & stata riportata, sia pur brévémente, in guanto la stessa
tecnica cui usata viene ripresa nellc studio della différénziabilité per i siste=

mi non lineari, presentando nella nuova situazione solo alcune complicazioni

formali.




b) regolarita holderiana per u e Du.

Premettiamo alcuni risultati che utilizzeremo nel seguito.

LEMMA 4.5([Q]). Siano A30, 00,¢¥: (0,d] = [0,+% tali che

(4.11) lim Yr) =0
0 a
(4.12) ¢ (tr) < {at +¥@m}e(n per ogni te(0,1) e rG(O,d]-

Allora per ogﬁifi>0 esiste rEG(O,d] tale che per ogni te€(0,1) e per ogni

re(O,rE]

o-€
oltr) < (1+2) t p(r) .

LEMMA 4.6 ([9o], . Siano A,a,f costanti positive, f<c e siano el :(0,a]1-{0%)

tali che per ogni t€(0,1) e per ogni re(0,d] si ha
) B
(4.13) ¢ (tr) <at  ¢(xr) +r Y(r)

Allora per ogni € €0,a~0), per ogni te(0,1) e per ogni re(0,d ] si ha

(4.14) oltr) S A t olr) + C (trflj ¥ (x)

ove C=C(A ,a,f,€). In garticolare per ogni re (0,d] vale la maggiorazione

£ -8

(4.15) or) < aa ’ s +c wal

m N
TEOREMA 4.7 (Cacciopoli) ([0]). Se uweH (B(2r),R ) & soluzione variazionale in

B(Z2r) del sistema E u=F e se

o
fee]
A el (B(2x)) e il sistema & fortemente ellittico
ij .
oppure se
O ) 3 . - s .
A eC (B(Z2z}) e il sistema & ellittico

ij

si ha la maggiorazione

2 -2 2 2
(4.16) S o r Z  Ipoy - (Dc‘u)B(z g ) +c_Id
1 (B (r)) lo ko1 L% (B(2r) H T (B(2r))
N .
TEOREMA 4.8 ({Q]). Se uEHmél,R ) & soluzione del SiB%temasllittico Eu=f e
oo oo N
a ec (&, fec (Q,r)
iJ

oo N
allora uec (§2,rR ).

Froviamo alcuni risultati per sistemi ellittici lirnenri a coefficienti costanti.




1 N
TEOREMA 4.9. Se ueH (B(r),R ) & soluzione in B(r) del sistema a coefficienti

5
costanti E u=0, allora per ogni te (0,1]
o

2 2
) < et lul

(4.17) [al . .
H (B(tr)) H (B(xr))

con ¢ stabile per omotetia.

[

N o
Dimostrazione. Supponiamo ueC (B(r),R ). Per il teorema di Cacciopoli si ha

) 2 -2
lal 1 B(r) | 2
H (B(r/2)) oL@

o
Essendo E  a coefficienti costanti risulta E (D u)=0 per ogni q.
o o

- (14h) )
Pertanto scelto rh=2 r si ha
2 -2 2 _
[al Lih <cr ldl N per ogni heN tale che h>1.
B B
H { (rh)) H (B(rh—l))
Per induzione segue
2 -2k
(4.18) [l < cr ha—u I per ogni k=1, k intero.
k B(r)) _2
H (B(rh)) L (B(x))

Sia s un intero s>1+n/2. Per il teorema di Sobolev si ha

2 =1 25— 2
(4.19) ,E sup Ip ul® < ¢ %EO 77l Ln
= l -
TR ) J H (B(r))
s-1 3

-5
Pertanto se t€ (0,2 ] dalle maggiorazioni (4.18) e (4.19) si ottiene

(4.20) lulzl <c " rn ‘21 sup “D,u"2 < ¢ £" ?gé r2j lu[21+_ <
H (B(tr)) Y N J B (B(r,))
s-1 3
< ¢ tn 3_-"2 Séé "u—uB( )“22
= L)

Per il teorema di Poincaré 3.4 dalla (4.20) segue la (4.17) nel caso in cui tE(O,Z‘ﬂ
‘_s - 0
se te (2,1l 1a (4.17) & ovvia.
. ' 1 N . . )
Osserviamo che se uéH (B(r),R ) & soluzione del sistema E u=0 allora per il
o

oo oo N

N
teorema 4.8 risulta ueC (B(r),R ) e quindi uéC (B(er),R ) per ogni € €0,1).

’assando al limite per e 1 nella maggiocrazione (4.17) si ha la tesi. &
[l teorema precedente & di fondamentale importanza per la dimostrazione del teo=

Per semplicita, nelle norme, scriviamo (B(r)) anziche (B{r),R }.

g
B
B
i
B
v

:
b
b



rema di regolaritd. Infatti la maggiorazione (4.17) permette di provare
1' holderianitd della soluzione u del sistema (4.1) nell' ipotesi che i

14

coefficienti siano continui in 5' e Fel (Q,RN) con Ae[ O,n).

o
Nel caso, invece, in cui risulti solamente AijeL (Q) proveremo una maggiora=
zione analoga alla (4.17), ma in cui figurerd 1' esponente ¢n, ce (0,1),
anziché n. Téle maggiorazione impone 1' ulteriore limitazione Ae[ O,en) nella
dimostrazione del téoréma di holderianitéa délla u. Un miglioramento 4i questo
risultato, nél caso N=1 & fornito dal téoréma 4.31, méntre sé N>1 non & pos=
sibile ottenere ﬁn fisultato analogo, come mostra un noto controesempioc di De
Giorgi.

1 N
TEOREMA 4.10. Se ueH (B(r),R ) & soluzione in B(r) del sistema a coefficienti

costanti E u=0 allora per ogni te (0,1]
o

2 2 n 2
(4.21) ,.rzll ID u-(D W I <ct 2 b w-ow
3= j

3B 2 s e =3 3 B 2 50,

con ¢ stabile per omotetia.

Dimostrazione. Come nel teorema precedente basta provare la maggiorazione

) Sl N -S
(4.21) solamente nel caso ueC (B(r),R ). Se te (0,2 "] si ha la maggiocrazione

(4.20). Per la diseguaglianza di Poincaré (3.4) segue

2 2 2 2

(4.22) fu - uB(t )" 5 < ct ¢ lul )
r

L (B(tx)) H (B(txr))

Da (4.20) e (4.22) si ottiene
2 +
la- - uB(t )“ 5 < ¢ tn 2 o - uB( )sz

LS (B (tr) LT (B ()

Analogamente al teorema 4.9 si conclude anche nel caso te(2_s,1]. O

TEOREMA 4.11([Q]). Se E ha coefficienti continui in € ed & ellittico,
o

esiste r6>0 tale che, per ogni B(x ,r)C & con r<¢ , il sistema E u=F ha
o o] o

1 N
soluzione variarionale unica in H (B(x ,r),R ) e si ha
o o]

[

it




1

q a vy 9 Z
(4.23) ful . < c{(/ j el © dx) ° r (’ j . 1lif,n dx>
B (Blxy:r)) B ( B(xg,r)7 7
q

neas

xo,r)
q

o N 1 N .
essendo felL (Q,R ), £felL (Q,R) per ogni j=1,...n ove
J
2n/ (n+2) se 2 0 se n>2
€(1,2) se n=2 1 se n=2

1 N ,
TEOREMA 4.12. Se ueH (B(r),R ) & soluzione variazionale in B(r) del sistema

ellittico a coefficienti costanti

n
(4.24) Eu=F=f- 3 DFf,
g o =1 3 3

N qi N
con fel O(B(r),R ), feL (R ) per ogni j=1,...n, allora per ogni te (0,1]
J

si ha
2
(4.25) lu|21 <ct” lul? +c Hfﬂzqo e 2 le ",
H (B(tr)) 5 (B(r)) L C(B(x)) ) 0w

2
(4.26) lu-P(tr)l| <

H (B(tx))

vy
. 2
< o lupm1? vort Bl 17w e le
=1 "3 3 o O
H (B(xr)) B(r) L (B(xr))

ove g e 71 sono definiti come nell' enunciato del teorema 4.11 e
o

Ylel

- fl j
P{xr) 1(Dju)B(r)x .

J

e

1 N . :
Dimostrazione. Sia weH (B(r),R ) la soluzione variazionale del teorema E w=F.
°

o)
Per il teorema 4.1l w & unica e soddisfa la maggiorazione

2

2 2
(4.27) lwl <c sl g +c I el
1 = =1 73

o) d1
H (B(x)) L (B(xr)) L (B(xr))

[(fvt=}

1 N
Posto v=u-w risulta veH (B(r),R ) soluzione del sistema EOV=O. Pertanto dal
teorema 4.9 segue

, ,
(4.28) I+l < ct v per ogni te (0,1].

H (B(tx)) B2 (B(r))
Dalle (4.27) e (4.28) si ottiene

2 2
[ ul < 2 14l . + 2 1w <

1

B o(Bitr)) H (Bltr)) B (B(tr))

26




2 2
<cttiv? 2w <ctnlull +clw|21 <
H (B(r)) B (B(r)) H (B(r)) H (B(r))
<ct uf +c itfst2q + '21 el 2q
5 (B(r)) L @) 0 L BE)

. Per dimostrare la (4.26) si procede in modo analogo utilizzando la maggiorazione
(4.21) e tenendo conto che se u & soluzione del sistema (4,24), ovviamente u &
soluzione anche del sistema

D (f -f, y + £ O

n
Eu= —_§1
J J JB(r)

(o]

1 N ) '
LEMMA 4.13. Se ueH (§;R') & soluzione distribuzione del sistema ellittico E u=0
—_— s}
o = .
con A, eC (f), per ogni ee (0O,n] esiste r >0 tale che per ogni sfera B(r)
1]
con r<r e per ogni te (0,1)
£

2 n- 2
(4.29) | ul <ct °ld

1
H (B(tx)) H (B(x))

1 N o :
Dimostrazione. Sia B(x ,r)C &; uweH (B(r),R ) & soluzione del sistema
o

(4.30) j 8 | (B (x)Dul Dy ax =
i,J= ij o
B(x ,x) ] J J *
o
n . 1 N
= ) ({A_,(x ) - A._(x)] Dul D) & per ogni geH (B(r),R)
i,j=1 ij o ij 3 i e}

Bi{x ,x)
O
Pertanto dalla continuitd dei coefficienti A,  , applicando, successivamente, il
1]

teorema 4.12 e il lemma 4.5 segue la maggiorazione (4.29). O
Proviamo, ora, i teoremi di regolaritd per la soluzione u e per il gradiente Du.
La tecnica che ora illustrerd & la medesima gid introdotta nel lavoro [3]. Per
tale ragione non riporterd tutte le dimostrazioni dei teoremi che segucno, ma
dard solamente 1' indicazione deil passsaggi pift significativi.

1 N
TEOREMA 4.14. Siano ueH (£,R ) & soluzione variazionale del sistema

(4,31 Eu=¢f- % DF

° qa A (g):l JJ
o e N 2, N
con B, €C (£) e feL c (O,R ), £ €L (2,R ) per ogni j=!,...n ove Ad0,n),
ij 3

> definito come nell' enunciato del tecrema 4.11 e

Q
o1l




(An/ (n+2) se 12

(4.32) A Q) o=
© hg /2 se n=2
O
2, N . '
Allora Dju;L §lgR ) per ogni j=1,...n, per ogni aperto £ CX e si ha
o)
2 n 2 2 2
(4.33) b, y Tz, ol < ¢ { ful + ¥}
L@ ) I @ R H ©Q,R)
o) o
o = Foaea’ s’ dist@ B 0
ove = ) e o> se dis B8 0.
=L 2 [Goro M) o
Dimostrazione. Se Ae[O,n) poniamo
r =r AT con g= (n-A)/2
A I (]

ove r & definito come nel lemma 4.13 e r come nel teorema 4.11.
> o

1 N
Sia B(r)=B(xo,r)CC { con rgrk. In B(r) scriviamo u=v+w ove wH (B{p),R ) &
o
soluzione variazionale del sistema (4.31). Pertanto applicando il teorema

4.11 alla soluzione w si ottiene

2 A 2
(4.34) vl < cr ¥

H (B(x))

1 N
Siccome v=u-weH (B(r),R ) & soluzione del sistema E v=0, essendo r<rx, appli=
o .

cando il lemma 4.13 segue

2 + 2 2
(4.35) | v o e /2 .

H (B(tr)) H (B(x))

per ogni te (0,1)

N

Dalle (4.34),(4.35) e dal lemma 4.5 ove si assuma e=(n-\)/2 segue

(4.36) | ul 2 <c (tr)>x {rukl uj ? + \1'2 }

1
H (B(tr)) H (B(xr))

per ogni te (0,1) e per ogni I<XAA d(x ) ove d(x )=dist-§o,aﬂ} . Sia £ un
o o)

aperto strettamente contenuto in Q e d =dist( § , 0§). Allora per ogni xcf E%
o o

e r<r. Ad si ha
A o

2 A 2 2
(4.37) | ul Lcrx |y + ¥

1 1
H(Q (x ,1)) H (D
o o

ove ¢ dipende da 4@ e diverge se d_ tende a zero. La (4.37) & banalmente
o o

vera se IkAd.<r<d e guindi si conclude. o
o o

[y
0




N
o]

2,A+2
OSSERVAZIONE 4.15. Dal teorema 3.10 segue uel Q ,RN); pertanto se » n-2
o

. o, N . - n
risulta w C 7(QO,R ) ove y=(A+2-n)/2 e & un aperto di R tale che & (c Q.
o o

1 N
TEOREMA 4.16. Sia wH (1,R ) soluzione variazionale del sistema ellittico

(4.38) E u=f- 2 D f
o =1 373

7\O(n)

O, N 2,n N
con Aijec @), c€0,1), £l o' €,rR), fje«C (,R) per ogni j=1,..n

ove qo e lo(n) sono definiti, rispettivamente, come negli enunciati dei
teoremi 4.11 e 4.14.
Allora per ogni sfera B(r) CCf con férEA:r si ha

o)

(4.39) bt SU D u-(D u) 1 ax <
j=1 j i B(x)
B(r)

<n.{n Ipul’ ax + £ v 2 oe
S - Vg o™ 32 55l o

o’ o
Q .

e quindi

- 2,n Q N .
Djue‘floc fLR) per ogni j=1,...n.

Dimostrazione. Se & ¢(0,/) si verifica immediatamente

2, N 2p-0 N
LR C LY TR )

e 1' immersione & continua. Pertanto, dalla i) del teorema 3.8 segue che
possiamo applicare il teorema 4.14. Scrivendo u=v+w con u e w definite analoga=
mente al teorema4.t con calcoli ormai standard segue la tesi. O

Osservazione 4.17. Dai teoremi 4.16 e 3.10 segue che, nelle ipotesi del teore=

o - N )
ma precedente, risulta ueC (@ .,R) per ogni ee(0,1) e per ogni aperto
o

Q o,

Enunciamo, ora, il teorema di regolaritd holderiana per le derivate prime.

La dimostrazione di tale teorema & analoga a guella del teorema 4.16.

1 N
TEOREMA 4.18. Siz ufH ({,R ) soluzione varizzionale del sistema ellittico
(4.40) Eu=f- % DFf

o =t 373

e

. o 7
e R

i
3

s
S

RIS A AT




o8
(&)

o) 2, ity
C

— N N
con A, ¢ (€2,R ), ae (0,1), fef (2,R ) per ogni 3i=1,...n,

1] J
qo,ho(n+2g)

N
fel €,R ) ove g e A sono definiti, rispettivamente, come negli
o o] o

enunciati dei teoremi 4.11 e 4.14.

7

o N
€,R ) e per ogni sfera B(r)XZX si ha

Allora weC
(4.41) _%‘1 I ul L <

= o, —

= ] C OL(B(r),R )
< cflul . 4l “a e }
=s u

24 .
1 Q) £qo,ko(n+2u) 3 3 £2,n+2a

OSSERVAZIONE 4.19. I teoremi 4.14, 4.16 e 4.18 si possono generalizzare al caso

m N
di derivate di ordine superiore supponendo wH (,R ), m>l, e in opportune
ipotesi sul secondo dell' equazione (4.40) e sulla differenziabilitd dei coef=
ficienti A . Per tali generalizzazioni si rinvia ai teoremi 4.II, 5.II e 6.IT
iJ

del cap. 2 di {9Q].

OSSERVAZIONE 4.20. In questo paragrafo abbiamo studiato la regolaritd di si=

stemi ellittici ridotti alla parte principale

n
Eu=- 2
Jj=

n
D (A Du) =f - ZDEf,
o i, i

1 ij 3 =133

Se, invece, si considera il sistema pil generale

n
D (A, Du+au + (XBDu+Cu =f - E Df =F
=11 i3 3 i =133 =13 3

3]
=}
I
I
b

i,
allora si pud scrivere
a n
Eu=- 2D I(f, -Au + (f- 2ZBDu- Cu)
o =13 3 i =133

e guindi il sistema Eu = F rientra come caso particolare nei sistemi quasi

lineari con parte principale lineare.




c) Sistemi ellittici a coefficienti holderiani. Regolarita LP.

Premettiamo un teorema di interpolazione di Stampacchia.

n
TEOREMA 4.21 ( [26]). Sia @ un cubo limitato di R . Se T & un' applicazione

. oo N 1,n N P1 N aj N .
lineare L (Q,R ) = ¢ (Q,R) e L "(Q,R) > LF(Q,R ), képf<qfé+w si hanno

le maggiorazioni

0 N
(4.42) ilTull N <M Dl per ogni wL (&,R)
'n [e o) o0 v
L (Q,R ) L (Q,R)
(@.43) Il <l el LR
. ul g, N SN ull py N per ogni ue (2,R)
L (Q,R) L (,R)
N N
p(Q,R )y = Lq(Q,R ) per ogni

allora T & un' applicazione lineare e continua L

p, g tali che

Q2

P
(4.44) 1< —=—< +w
Py 09

e si ha la maggiorazione

) N
(4.45) lrul < K Hall per ogni wet?@,r)
Lq(Q,R ) LP(Q,R )
1- P1/p 1/qg - 1/¢ 1 -1
ove K =CM p1/p M1 + Ml(mis Q) /q /‘1(mis Q) /Pl /P
C =C(n,p:, r .
e (n P:a:P, ql)
. n 2 N Ose . .
Siano F = - '“1D‘f" fel (,R ), A, €C (), 0. Per il teorema 4.11 esiste
=i 373 J 13

' 1
r tale che per ogni sfera B(r)Q2 con r<r , esiste una ed una sola weH (8,R)
o o o

soluzione variazionale in B(r) del sistema ellittico E w = F e si ha la maggio=
o

razione

(4.46)  lul < c = Ml

B (B(r)) J b 1% B (x)

N
LEMMA 4.22. Se B(r)C Q con rsr e fieLp(Q,R ) per ogni j=1,...n, p>2, la so=
o J

1 N
luzione variazionale weH (B(r),R ) del sistema E w = F in B(r) appartiene a
o o

1,p N .

H (B(r),R ) e per ogni p<x e si ha

loc

(4.47) _,r_zl‘l Ip wi < ¢ ﬁ he |
=0 Feoen =) e

31
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Dimostrazione. Dalla (4.33) risulta

(4.48) | <cir) £ Il

=0
H (B(r)) J LB )

oo N
Se £f¢L (&R ) per ogni j=0,1...n per il teorema 4.21 risulta
J

(4.49) £ Mo wil LSl + el }
T 2% By ,R) H (B(r)) ° T L (B(0)
da cui
(4.50) 2 lIp wll <cm 2 olel
L (Blp),R ) L (B{xr))

1 N
Sia weH (B(xr),R ), j=1,...n la soluzione dell' eguazione
J o

w. , w & la soluzione della

Essendo E un operatore lineare, posto w = 1
J

o J

]

equazione

E w=F.
@]

Dalle maggiorazioni (4.48) e (4.50) segue che 1' applicazione

T <« f —-»Df , i=1,...n, j=0,1,...n & lineare e continua. Inoltre si hanno
13 o r 7

le immersioni continue

2 N 2 N
L (B(r),R) =L (B(p),R)

[=>=]

N
L (B{(r),R) =L

PR}

N
(B(w),R)

per ogni p<r. Applicando il teorema di interpolazione di Stampaccia segue

N N
T : X (B(x),R) = L' (B(r),R)

1]
ed inoltre i
o w |l <c sl ;
i b
ST I P B
o, equivalentemente %
lwl . < c ﬁluf.H O
BT (e ) T P

1 N
TECREMA 4.23. Se ueH (O,R ) & soluzione variazicnale del sistema ellittico




33
o} N - o,e — N
Df con fel ,R), j=1,...n, p2 e A €C (€1,rR ), e€0,1),
133 3 ij

NS

Eu= -
o 3

1, N
allora usHl p(SZ,R ) e per ogni sfera B(x)CC Q
oc

(4.5 1 <clal v éllllf," }
g P o T 7P

1 N
Dimostrazione. Sia B(xr)CC & con r<r . Sia wH (B(r),R ) socluzione variazionale
o o

14

n 1 N
in B(r) del sistema Ew = - 2 D f . Per il lemma 4.22, wH (B(r),R ) e per
o =1 3 3 loc
ogni p<r si ha

(4.52) Il < c _%1 el

5 'PEe)) =3 P

1 N
Sia veH (B(r),R ) tale che u=v+w e v sia soluzione in B(r) del sistema E v=0
o

e guindi, per 1l teorema 6.18, si ha
n
2 lp vl < c vl
j“—‘l O,00 .
C (B(p)) H (B(x))

. 1,p N
In particolare veH ~(B{p),R ) e

(4.53) _%1 Ip vl <c lvl
J b 1P een H (B(r))
1 ;
Essendo weH (Q,RN), dalle maggiorazioni (4.47),(4.52),(4.53) e dalla dise= i
e} £
guaglianza di Poincaré segue ;‘
2 o ul <c 2 qin vl + Ip vl } < %
= = o
=3 Peen ] P Peen 7 Peen !
. ,

<c{lvl . + L2 e | } <

H (B(r)) I T P
< < {lul + Il + 8 oae } <

1 1 S j.p \
H (B(x)) H (B(x)) L™ (B(x)) :
< c {hal | + B de } |
B () 2 Peen |

Ogni sfera B(p)TQ si pud ricoprire con un numerc finito di sfere aventi

raggio < r e guindi segue la tesi. [
o
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o0
d) Sistemi fortemente ellittici a coefficienti L . Regolaritd negli spazi

2.\ ‘
L°' ed holderianita delle soluzioni.

n
Sia & un aperto limitato di R e consideriamo il sistema lineare ridotto alla
- parte principale

n
(4.54) Eu=- _% DA Du =f- £ DIFf,
S o i.3=t o1 i3 3 =1 373
2

95 :
ove feL, (£2), £ eL () per ogni j=!,...n essendo g definito come nell' enuncia=
j o

to del teorema 4.11 ed inoltre A €L () per ogni i,3j=1,...n. Supponiamo che

1]
il sistema sia fortemente ellittico, cio& esista »>0 tale che
. . . 2
n i
4.55) % @ el e =e 2ol
i,j=1 ij j=1

i ' n
per quasi ogni xef) e per ogni sistema~{%j}, 1 n di vettori di R .
i=1,...

oo 1 N
Essendo A €L (§), 1' esistenza e 1' unicitd di soluzioni variazionali ueH (£,R )
o

!
si provano grazie alla condizione (4.55) e al teorema di Lax Milgram.
q ,Ao(l) 5 N :
In generale se felL (,R) e feL (2,R ) ove A & definito come nel teo=
3 o
rema 4.14 proviamo
2,h N
(4.56) D ueL. ' (S,R) per ogni j=1,...n
| loc

ove A<A con & opportuno.

o o

2,24 N . '
Dal teorema 3.10 segue uefl (&,R ) da cui, se n=2, segue
0,0 N )

(4.57) uec ' (2,R ) ove & = \/2.
Se n>2 e N>1 in generale non si pud ottenere 1' holderianitd globale della so=
luzione, come mostra il seguente controesempio di De Giorgi per il cuil riferi=
mento rinviamo a [Q]. Se, invece, n>2 e N=1 in [16] & provato che se E0u=0

0,8
allora esiste § >0 tale che ueC () con § opportuno.

CONTROESEMPIO.

n ,
Siano n=N23 e { un apertc limitato di R che contiene C.

Siano

h 2
B (x) = (n-2) 8 +nx x / Ikl
3 A=2) ih i h’




(98]
1

hk h k

A (x) = B, (x) B,(x) en =1{a 1}
1] 1 J 1] 1]

I = {ﬁhk} & la matrice identica di ordine n.

Consideriamo il sistema

(4.58) Eu=2 D(A Du) =020
o ij i i3 3
ove A = A + 6 I.

i3 Ti3 43

(==
Quindi A, €L (§2) e il sistema & fortemente ellittico in quanto per ogni siste=
1]

i N
ma {Sl}, di vettori di R si ha
i=1l,...n
j i i i h i 2 2 2
s glleh vz len=0. 8 B g1 T+ lE N> 2l |
ij 13 i i,h=1 1 "h i i i i
Tuttavia, definendo
o 2 -1
u(x) = x/Ixl e g=n i1 - [ (2n-2)"+1] 2}/2

1 N
risulta uvued (,R ) ed & soluzione variazionale del sistema (4.57), mentre non

& né continuo, né limitato in un intorno dell' origine.
Proviamo un lemmma di carattere generale. A tal scopo introduciamo alcune nota=
zioni.

DEFINIZIONE 4.24.Consideriamo uno spazio di Hilbert reale H e un operatore

lineare e continuo A : H = ¥ (ossia 2¢L (H,H) ); indicato con A* 1' operatore

trasposto, poniamo

(4.59) A+ (B + A*) /2

(4.60) A

(a - A*)/2

Gli operatori lineari definiti in (4.59) e in (4.60) vengono detti, rispetti=
vamente, parte simmetrica e parte antisimmetrica dell' operatore A.

Dalla continuité dell' operatore A segue che esistono due costanti M e Mo
tali che

(4.61) faxl < ™ Ixl per ogni x€H

(4.62) NA~xH <M lxl ‘per ogni x€H.




[¥8}
o

Supponiamo che 1' operatore A sia coercivo, ovvero esista una costante 1> 0
tale che

2
(4.63) (ax | x) = vixl per ogni x€H.
Inoltre per ogni A>0, definiamo

2 2
(4.64) K@) = (M- v+ XN 4M )/ (M)

LEMMA 4.25 (lemma di avvicinamento). Siano H uno spazio di Hilbert reale e

Ref (H,H) un operatore lineare verificante 1' ipotesi (4.63). Allora, con le
notazioni sopra introdotte e definito K(A) come in (4.64) per ogni x€H si ha
la maggiorazione
(4.65) J'Ma)x - Aaxl< () Q) Il
In particolare

2 2
(4.66) KM)<1 se A>(M -v» )/(2v).

Dimostrazione. Sia ¢: H x H = R definita da

+
(4.66) olx,y) = (A x| v).
+
Essendo A un operatore lineare, continuo e simmetrico, ¢ risulta una forma
bilineare e definita positiva. Pertanto, dalla diseguaglianza di Schwartz segue
2
(4.67) lo(x,v)1 <o(x,x) o(yv,y)
Per ogni xeH si ha
+ -—
(4.68) l(m) - axl< Imx - a xl + Ix - a xI.
Pertanto dalle maggiocrazioni (4.66),(4.67),(4.68) e dalle ipotesi (4.62) e
{4.63), con facili calcoli, segue la diseguaglianza (4.65).

: 2 2
Incltre se A> (M - v )/(2v) si verifica immediatamente K(A)<I. O

LEMMA 4.26. Siano &, i,3j=1l,...n matrici NxN che soddisfano la condizione
1]

(4.55). Allcra, posto

s By

4
it
0]
wn
n
n
o
kS
VS
>
[\
—
N
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i N
per ogni A>0 e per ogni sistema { 1}, 1 di vettori di R risulta
i=1,...n

2 2
' ' [2 2 -
(4.69) Ehemr - Ea g < (o au ) B e
= J= ij i=

Dimostrazione. Definendo

A, = (A&, -A  )/2 i,j=1,...N
ij ij ji
ed inoltre
2
n - 2
ess sup . > ia I <wm
i,j=1 ij -

Q
segue M <M, da cui, applicando il lemma (4.26) segue la tesi.

I1 lemma 4.25 & di fondamentale importanza nello studio della regolarita

di soluzioni di sistemi ellittici ( e parabolici), come & evidenziato dal

lemma seguente. O
1 N . N .

LEMMA 4.27. Se ueB (Q,R ) & soluzione variazionale del sistema E u = 0, per

e — o

ogni A>0, per ogni sfera,;B(xr)CC e per ogni te (0,1) si ha

n ) n/2
(4.69) T Ip ul L{(1+K)t
=1 2

L (B(tr))

n

+ K } 3 Ipul
j=1

L ()

ove K & definito come in (4.64) e in particolare K=(1 - »v/M) se A, = A .
1] Ji i

1 N
Dimostrazione. In B(r) scriviamo u=v+w dove weH (B(r),R ) & soluzione, in B(r),
o

del gsistema fortemente ellittico

N |

(M+A) Aw = (M+\) Au- _ 2 . D. (A Du) = F(u). i
i, J=1 1 ij 3 i

-1 N i

Poiché F(u)eH (B(r),R ) per il teorema di Lax Milgram w esiste unico e si ha i
2 _

(4.70) .z, fpwl < () e (a) I :
L™ (B(x)) E (B(x))

i

Con facili calcoli dal lemma 4.26 segue

n n
.71 < K(
(4.71) .ZlﬂD.wﬂ 5 K(\) ,21 ip ul

= L (B(r)) =3 )

ove K(A) & definito come in (4.64). Per il teorema 4.9 segue

n/2 Ip vl

n
(4.72y = b vl <ct
2 3

=1
] T L B

14
s

L (B(xr))
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Inoltre in | 17] & provato che si pud prendere c=1.
Pertantc dalle (4.71) e (4.72) segue la (4.69). O
Premettiamo un ulteriore lemmma algebrico.

LEMMA 4.28 ( ¢]). Sia ¢ una funzione non negativa e non decrescente su (0,d],

sia ¢>0 e sia ke (0,1). Supponiamo che per ogni te (0,1) e per ogni re (0,d]
(4.73) ¢ (tr) < {(1+k) ¥ + k} o (¥)

Allora per ogni te (0,1) e per ogni re (0,d]

(4.74) ¢ (tr) < C t°% o (x)
dove
¢ = sup log [ (1+k)t + k] / log t
0 €< (1-k) / (1+k)
e c = (1-g)/k.

Il teorema che segue rappresenta 1' analogo del lemma 4.13 nel caso in cui i

oo

coefficienti non siano continui in £, ma risulti solamente A €L ().
ij

1 N
TEOREMA 4.29. Se ueH (§,R ) & soluzione distribuzione del sistema fortemente

ellittico E u=0 esiste ¢ (¥/M)e (0,1) tale che per ogni sfera B(r)C & e per ogni
o

te(0,1)
2
(4.75) ul <c ™ |u|21
H (B(tx)) H (B(r))

2 2
Dimostrazione. Se nella (4.67) si sceglie A=(M -v )/ v segue k<l e pertanto

dal lemma precedente si conclude. 0
Analogamente a guanto provato nel caso dei coefficienti continui, dal teorema
4.29, si prova, per le derivate prime, un teorema di regolaritd negli spazi

2. N
L (&,R ).

loc

1 N
TEOREMA 4.320. Se ueH (,R ) & soluzione variazioconale del sistema fortemente

ellittico

(4.76) Eu=f- 3 DE




doro

¥

oo N 2 N
con A, €L (§}), feL (Q,R) e £ €L ' (2,R) per ogni j=1,...n e se AO,en)
J

ij

(ove € & definito come nel teorema 4.29), allora per ogni sfera B(r)CC Q si ha

2
by

@7 hal? <cr ful® 4 lelg e Bae )

H (B (tr)) B (9 L @r) 7 TR

. o,N/2 N )
In particolare se n=2 u€C (2,R ) e si ha
. 2

(4.78) lul < c{ Il + Iel o 5 + 2 ogd }

A/2 — N 1 9o+ =1 i 2, N

c® / (B(r),R ) H () L O(Q,Rn) J I (,R)

1
TEOREMA 4.31 ([15]). Se n>2, N=1 e ueH () & soluzione variazionale della

equazione ellittica E u=0, esiste A € (n-2,n) tale che per ogni sfera B(r) C Q

(o] o
e per ogni te (0,1)
A
(4.79) Iu!z1 <ct® !u!zl
H (B(tr)) H (B(x))

Osserviamo che in generale risulta ko> n e quindi, nel caso n=2 e N=1 il
teorema di De Giorgi migliora il teorema 4.30.

Concludiamo il paragrafo con un teorema di regolarita holderiana per u, per
la cui dimostrazione si procede anaolgamente al tecrema 4.30, basandosi sul
teorema 4.31 anziché sul teorema 4.29.

1
TEOREMA 4.32. Se n>2, N=1 e ueH (§}) & soluzione variazionale dell' eguazione

2,A 2 +2) ,A +2
ellittica E uet- 80 £ con £ e’ (@, 3=1,...n, fer° @ n/(0¥2) o
o =133 3
2,2
allora D uelL () e per ogni sfera B(r) & Q si ha
1
£ Ip ul <c{lul + 2 Ug + el }
=1 i 2, 1 521 T4 2,A 2 +2) A +2
RIS S (Y20 @ SR (o) 27/ (n¥2) A n/(nt2) o

o,é '
In particolare se Xe (n-2,\ ), ueC ' (8) ove 8=1-(n-\)/2 e per ogni sfera
o
B(r) CC Q si ottiene

bal <thal |« B obe o vl ey
’ = I 1/ \n+t<), n
c ' (B(x)) B R SAN(9) L o gy




oo
. . e s . s P
e) Sistemi fortemente ellittici E, a coefficienti L . Regolaritd L .

Supponiamo che il sistema

n
(4.80) E D (A Du) =f- 2DFf
ij 3 =t 33

o0
sia uniformemente ellittico e a coefficienti L (1). Proviamo un teorema di

::1 i

o

]

i
(R o o]

o i,

regolarita Lp il cui schema di dimostrazione verrd ripreso nello studio dei
sistemi non lineari.
Premettiamo un lemma dovuto a Gehring - Giaquinta - G.Modica per la cui di=
mostrazione rinviamo a [186].
LEMMA 4.33. Se U e G sono funzioni non negative, definite su un aperto limi=

n
tato & CR e

o
g s
Ue L) Ge L () con 1 < g<s
o - o
ed inoltre, per ogni B(r) C B(2r) CQ
o

fuqu<c(f0dx>q +  fclrax+ a5 ou¥ax
B(r) B(2r) B(2r) B(2r)

allora esiste A (qg,s) tale che per ogni A<\ esiste ¢ >0, dipendente da c, g
o e}

t
e s, tale che UeL (2 ) per ogni telg,gt+e) e
loc o

1
(4.81)( fUtdx>1/t <K ( qudx>1/q+ ( fthx>/t
B ( B(2r) B(2r)

r)

1 N n
TEOREMA 4.34. Se ueH (Q,R ) & soluzione variazionale del sistema E u=- 3 D f

o 3=l 37
P N b N \
con fjeL (Q,R ) e 2<p<2+eg ove g=2n/(n+2) allora D,usLl C(Q,R ) per ogni
j o
j=1,...n e per ogni sfera B(r) C B(2r)C Q si ha
- 2
(4.82) lul <c {ﬁl Ie | s MR
7 T (B(r) ) T P (B(2r)) H (B(2r))

1 N
Dimostrazione. Sia ueH (£,R ) soluzione variazionale del sistema

N
Eu=- _§ D f, con f,eLp(Q,R ) e p>2.
© =133 j

4]
)
w
2

C B(2r) C . Per il teorema 4.7 si ha

~ _ ]
(4.89) 1ul e N & vo | Bar i ax
1 R(2 j=1 5

2
H (B(r)) LS (B (2r) B(2r)

£
i
b
¢




con c1 e 02 stabili. Posto g=2n/(n+2), dalla diseguaglianza di Poincaré

gsi ottiene

(4.84) lu - uB(Z‘)uzz <c, ld 21
LS B (2r)) g 'T(B(2r)
con c3 stabile.
Dalle (4.83) e (4.84) segue
2 -2 2
(4.85) | ul <cr2lu121 + c j 21 fie 17 ax
B (B(2r)) g Ys2r)  sEn’
Posto
a/2
U = _'_21 ip ul
] J 5 a/2
c= 2 e
=t 3

dal lemma 4.33 segue che per ogni p=qte[2+eq) si ha
p/2 Jl/p
- 2 . 2
[ ul <c {rﬂ/p n/ | ul +{ )((E “f_") dx}
1 =1 3
B(2r)

1,p
H (B(x)) H (B(2r))
- a P N
Se u & soluzione variazionale del sistema E u=—.ElD‘f_ con f eL (&,R ),
° =433 3

pel 2,2+eq) dal lemma 4.33 si conclude

lal < c { P -0/ 1 « Boued &
g 'T) ai@een) 00 0 Pmem
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f) Applicazioni dei risultati precedenti ai sistemi guasi lineari con parte

principale lineare.

In questo paragrafo studiamo la regolarita dei sistemi ellittici quasi lineari
con parte principale lineare (come si & gia notato i sistemi lineari non ri=
dotti alla parte principale possono essere visti come un caso particolare di
sistemi quasi lineari a parte principale lineare ).

Consideriamo il sistema

n n i o
(4.86) -, % D (da (x)Du) = - X D.a (x,u) +a (x,u,Du).
i,3=1 i 1ij i i=1 i
Supponiami che i coefficienti A siano continui in Q e il sistema sia ellit=
1]
- i
tico in . Inoltre i vettori a , i=0,1,...n siano misurabili in %, continui in

(u,p), e ad andamenti strettamente controllati, ossia

i
(4.87)  la x,w)l < £ (x) + c lul®

i

o

(4.88) 1a%,upl< £ (o) + ¢ (lalf+ 1ol
o

ove o, B, ¥ soddisfanoc le condizioni della definizione 1.9 (con g=2) ed inoltre,

se n>2, tali diseguaglianze siano verificate stretttamente. Per ogni Ae[ O,n)

2.\ N
siano f €L (€2,R ) per ogni i=1,...n e f eL (2,R) ove g e X (A) sono
i o o) o)

definiti, rispettivamente, come negli enunciati dei teoremi 4.11 e 4.14.
Allora, nelle ipotesi considerate, con un procedimento gia introdotto nel lavoro

[3], si prova che esistono due costanti positive, u e p tali che
o

i 2, AU N
a (.,u)el (€,R )

a A au
e) o o o N
a (.,u,Du)el (Q,R )

Pertanto, applicando ripetutamente il teorema 4.14, si dimostra

2, N o
D uel (€2,R ) per ogni j=1,...n.
J loc

Inoltre per ogni aperto £ CC Q vale la maggiorazione (4.33).
o

2,n N
Analogamente si ottiene la regolaritd nello spazio limite £ (Q,R ) e negli

s

A N
spazi holderiani £ (2,R ) con A€ (n,n+2).
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Come si & gia osservato, le dimostrazioni di quanto sopra si basano su un proce=
dimento iterativo introdotto per la prima volta in [ 3] nello studio della rego=
D . o k
laritd delle derivate D u conlal=k e uen £2), k=2.
oo
- Se, invece, A €L () e E & fortemente ellittico, grazie ai risultati provati

ij o

per i sistemi lineari, si dimostra che se gli andamenti sono stretttamente

controllati, allora sussiste un risultato di regolaritd, negli spazi di Morrey, .

per le derivate prime Dju, j=1,...n, nel caso in cui risulti n=2 o N=1, mentre,
nel caso generale occorre imporre 1' ulteriore limitazione (#/M)~1 ove M &
definito come nell' enunciato del lemmma 4.26.

Per brevita, per la regolarita Lp e per 1 dettagli tecnici di guanto sopra

esposto, rinviamo a [Q].

s

R R




CAPITOLO V

Consideriamo il sistema base fortemente ellittico

™4

(5.1) Diai(Du) = 0

i=1

i . . 1 s — . C s
ove a (p) sono vettori di R di classe C verificanti le seguenti condizioni

i 1
I'atp)y Isvp) ove V(p)=(1+lpl?)?
(5.2)
N n i
{2 ] o
k=1 =1 3 p’
k

Senza perdita di generalitd possiamo supporre al(O)=O.

a) differenziabilita

TEOREMA 5.1. Se u GHI(Q,RN) & soluzione del sistema (5.1)nelle ipotesi (5.2),

allora
2
we BS (2R
loc
Inoltre si ha la maggiorazione

(5.3) lu12 < bl y
H (B()) H (B(r))

ove ¢ & una costante dipendente da v ,M, (r-p),che diverge per p-r, p € ¥ soOno
tali che r» p e B(r)C 2 ,

Dimostrazione. Sia B(r)zB(xO,r)Cﬂ e sia pe {o,r). Sia s tale che IS s<n e

T, . come in (4.2) ove | tl<(x-p)/4.

Sia &eCZ(Rn) tale che o<¥< 1, ¥ =1 su B{p) e ¥ =0 in R\ B(ro) ove ro=(p+r)/2.

Consideriamo = 7T (ﬁz T u).
s,~-t s,t

Quindi risulta

- s . i ;92

(5.4) [ Z, (1 a (bu)l D, (YT 7 _w) dx = O.

i s,t i s,t
B(xr)
Posto

s 2f ai(Du(x)+htTS Du(x)) dn
O 14




svolgendo i calcoli si prova

i no N 3 a
= g d
's,ta (Dw) jzﬁ gél Ts,t Djuk .
0 p3
k
Pertanto risulta i
. n 0a
(5.5) = o ; (97 D |9 r D) dx =
s ) s,t
i,9=1 k=1 B(x) s, t3 % 557 J
k
n N 5 5 4
= -2 z zZ (8 D, | Do 7 u ) dx
i,9=1 k=1 B(x) stk — LT st
a pj
k
Per 1' ipotesi di forte ellitticitd segue
n N i n
Jda 2 .
(5.6) Z z _S (8 7 D, - |9 r_ ,D,u) dxzv .S I r D,u{e
i,9=1 k=1 B(x) s, t ]uka pi s,t i B(r? £=1 s,t i

Dalle ipotesi (5.2), indicato con I il secondo membro della (5.5) si ha

lT1<c,p,r) 2 slpwl I 7 uyax <
1= 1 3 s,t “
3= B(x)
n
2 2 2
< ¢ 2 5 N TS,tDjU\i ax + c(M,p,x, ¢ f I r S,tun dx

j=1 B(x) B(ro)

per il lemma 4.1 si ha

§ el ax< § ipul?ax .
B(ro) S B(x) *

Pertanto scelto e=v /2 segue

UR=

2 2
_S I T tD_uﬂ dx <cM,p,r,e/v) j, I Diuﬂ ax
j=1 B(p) = B(r)
. ‘ . C s as 2 N
Per il tecrema 4.2 e 1' arbitrarietd di s, segue U e H (B(p), R) e vale la
maggiorazione
[u | <c lul .
H (B{p)) H (Br))
I1 seguente teorema d3 una generalizzazione gel teorema precedente

1
TEQOREMA 5.2. Se u ¢ H (g}RN) & una soluzione del sistema (5.1) nelle ipotesi

(5.2) allora

2 N
u€ H (R )
loc

e

ed inoltre per ogni B{2r) - O per ogni vettore-polinomio di arado <1

]
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fixy
™

C -2 ( 2
(5.7) />HDSDuﬁ dx <ecr ‘ J HDS(u—P)N ax per ogni s=1,...n
(r) B(2r)

ove ¢ non dipende da r.

Dimostrazione. La dimostrazione & analoga a gquella del teorema precedente guando

si consideri
(52 (u-P))
7T st Tsit

ove § & definita come nella dimostrazione del teorema 5.1. [

b) holderianitad della soluziocne

1 N
LEMMA 5.3. Se veH (B(r), R ) allora
2 2n/ (n+2) (n+2)/n
5.8 5 - < vl
.80 Jlv-v 1 ax<cm (B(Sr)n vl ax )

Dimostrazione. Essendo 2=(2n/(n+2)) la maggiorazione (5.8) segue dalla dise=

guaglianza di Poincare. O
1 N ) '
TEOREMA 5.4 Se ueH (Q, R ) & soluzione del sistema (5.1) nelle ipotesi (5.2)

allora esiste p>1 tale che

1,2p N ‘ -
(5.9} Due H (€, R ) per ogni j=1,...n.
3 loc

Per ogni sfera B(2r)CC Q si ha

o 2 1/ nid -1y n 2

(5.10) ( 5’{2 Ip puly® dx> P<er'p j z, Ip pul” ax.
s=1 s s=1 s

B(r) B(2r)

In particolare

N .
L1 €, rR) se n=2
c
(5.11) Due ° per ogni j=l,...n
2 -2 N
L L pn/ (n-2p) (€, R) se m>2
. loc
Incltre
0,1 N
C (2, rR) se n=2
(5.12) u €
O N
o (2, R ) con p=1-(n-2p)/2p se 2<<4p

1 N
Dimoztrazione. Sia ueH (£, R ) soluzione del sistema (5.1). Per il teorema 5.2

risulta

2 -2 2 ,
Ip pul”™ ax < cr 5 Ip u-(@ w i dx per ogni s=1,...n.
s s s B

2
B (r) B (21) (2x)




Sostituendo v=Du nel lemma 5.3 segue

. ‘ (n+2) /n
z jIID pull® ax < cr_2( 5 ¢ £p Duﬂz)n/(nﬂ)dx)
=1 s s=1 s

B(xr) B(2r)
Jato un aperto 2 CX e posto g=(n+2)/n applicando il lemma 4.33 alle funzioni
o

s

G=0 e U= { i Du“2}n/(n+2)
s=1 s

si ottiene la maggiorazione (5.10). Applicando il teorema di Sobolev dalla (5.10)

seque la (5.11) e successivamente, in modo analogo, dalla (5.11) si deduce la

(5.12). o

c¢) holderianita del gradiente

1 N : ‘ :
TEOREMA 5.5. Se w¢H (, R ) & una soluzione del sistema (5.1) nelle ipotesi (5.2)

allora, se p & come nel teorema precedente, per ogni sfera B(r)XX) e per ogni

t 0,1) risulta

-1
(5.13) j I Du- (Du) 12 dx < ctzm(l'}?) jllDu—(Du) HZ ax.
B(tr) B(r)
(tr) B(x)
.. 1,1-1/p .
In particolare se n=2 w C 2, R) e se 2 si ha
(5.14) )/ Ipul? ax < Ct2+n(1—1/p) jllDqu ax.
B(tr) . B(x)

Dimostrazione . Applicando la diseguaglianza di Holder dalla (5.10) , per ogni

t eo,1] segue

n n 1/p
- 2
(5.15) 5 s Ip pull® ax < c(eny 7P 5 [ = 0p oul“1¥ ax <
s=1 s s=1 s
B(tr) B{tx)
n
< ctn(1 1/p) ‘5 T Ip Du"2 ax
S
s=1
B(x)

La maggiorazione precedente & ovvia se te (3,1], quindi sussiste per ogni te (0,1).

Dalla (5.7) segue

n
2 -2 2
(5.16) 5 z Ip pul™ ax < cr 'S'“Du—(Du) 1 ax.
s=1 s B(2r)
B(r)
B(2r)
Dal teorema di Poincare segue
2 2 o 2
(5.17) 5 Ibu- (pu) I° ax < c(tr) z Ip pul” ax.
B(tr) s=1 s
B(tr) B(tr)

Dalle maggiorazioni (5.15), (5.16) e (5.17) segue la {5.13).




Se n=2, fissato roe(o,dgl}), per ogni mr , dalla (5.13) segue
o
2 -
fiou-ow 12 ax <c (2 291 pu 12 ax
B(x) "o o

C 2,4-2/ N
da cui risulta Dué€fl p§2, R ) per ogni apertoc & 0 . pall' isomorfismo
o
. 2,4-2/p N 0,1-1 i~ N 1,1-1
- Qo' R)=¢C /p(ﬂo, R ) segue u€ ¢’ /p(ﬂ, RN).
Se 2 per ogni t, 7 verificanti 0<Eﬁ“<%, posto U=Du, applicando le diseguaglianze

ii Poincaré e di Holder, otteniamo

5.18) 5 1ol ax< 2 § Moo , 12 ax + cen™y_ 1% <
5 e plepy  BOD B(rr)
n
£ 2 ‘
<" S nul” ax + clr)’ 5 s Ip ol ax
T s=1 s
B(tr) B(Tx)

dalle (5.18) e (5.15) si ha

2 - o
(5.19) j lull™ ax < c(E')n 5 “U“2 dx + ¢ 72+n(1 L/p) r2 _j z “D U“2 dx
T s=1

B(tr) B(Tr)

Dalle (5.19) e (5.7), tenendo presente il lemma 4.6, ¥ 0<t<r<}, segue

B(tr) ’ B (r)

La maggiorazione (5.20), per7~+% ,diventa

24n(1-1/p) (
t /

¢ yop2 I 2
(5.21) ) {U” dx c Ul ax per ogni t O, }.

B(tr

B(r)

Essendo la (5.21) ovvia se t €[3,1), segue la (5.14). =

Diamo ora una dimostrazione alternativa del teorema 5.5.

Si & riportato il procedimento esposto in precedenza in quanto si pud ripetere,

1,9 N

con alcune complicazioni tecniche, nel caso in cul w H Q, R), o1 e Xx4/(2-q9)

se g &1,2). La (5.13) e la (5.14) assumono, in tal caso una forma pil complicata
in quanto gli integrandi debbono essere moltiplicati per il fattore (1+UDu“)q~f

Posto U=Du dalla (5.13) risulta, per ogni sfera B(r)*,

t2+n(1~1/p) }

2
J 905 (gt %S €

B(tr) B(r

(5.22) “U-UB(r>ﬁ2 dx
)
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o f ax <3 jnwu 1% ax + 3 mis (B(tr)) Ju_ U 1<+
B(tr) B(r) B(tr)
B(tr) B(tx)
2
+ 3 mis B(tr)) lu e <
B(r)

_ t2+n(1-1/p) JWIU—U (r)uz dx + c t° JWIUHZ dx.
B(x) B{x)

Pertanty se n>21 segue

(5.23) fﬂuﬂzdx <o ¢2mi-t/p) j hol 2 ax
B{tr) B(r)

per ogni te(0,1) e per ogni sfera B{r)CC Q

Se, invece, n=2 dalla (5.22) si ottiene

2,2((1-1 N
U el ( /p)(QR)
loc
da cui segue
1,1-1 N
c o, &Y. o

TEOREMA 5.6. Se n=2

1 N
(5.24) ec Y@, r) per ogni oe(0,1).
i
da (p) . . . .ON .
Se 2 e “5—3““—‘ sono uniformemente continue in R , esiste un sottoinsieme SZO<32 v
D ;
k

chiuso in §2, tale che

1o N X
(5.25) u e e\a , r) per ogni ge(0,1)
o
(5.26) H (2 )=0 per gualche g2.
n-g o
Se ne{2,4]
0 N
(5.27) wee © @, R) a=u (»,M,n) (0,1).

2
Dimostrazione. Per il tecrema 5.1 risulta ueﬁl £2); pertanto derivando rispetto
oc

ax , s=1,...n, nella (5.1) segue

s
(5.28) Z. D, [a (Du)y DDul=0 s=1,...n
1.3 3 1iJ J s
hk &’ (p) . ' .
ove A (p)=————. Posto U=Du e introdotte le matrici nN
1] J
3
Py
A 0 0
1]
11}_ = 0 A 0 nxn blocchi
13 1]
C 0 A




UeHl () ed & soluzione del sistema quasi-lineare
oc
(==}
(5.29) '{‘Z(ll..(U) D.U|D,y dx =0 per ogni geC ).
1] 7] J J o
Q _ . . .
Osserviamo che dalla teoria dei sistemi quasi-lineari ( [Q]) si ritrovano le
(5.23) e (5.25).

Inoltre la (5.29) pud essere interpretata come un sistema lineare a coefficienti

(o]
égj(U) e L (). Pertanto, dalla diseguaglianza di Poincaré e dal teorema 4.29,

per ogni t do,%), e per ogni sfera B(r)CC @, si ottiene

n
2 2 2
100y 1 <t r .z lIpul <
L (B(tr)) J I L% B (tr))
n
2+ 2 2
< ct Ty jzlﬂD,Uﬂ .
L (B(x/2))

da cui, per il teorema di Cacciopoli, segue

2 24+ n 2
(5.30) Mo-u_ . I, sct 1005 (1) | '
L (B(tr)) L (B(x))

Se, invece, te[%,l), 1a (5.30) & ovvia. Infatti se t e[ },1), si ha

wu_ 1 <l v-u_ 2 <
B(tr) LZ(B(tr)) Blx L (B(tr))
< IEU~UB( )II ) <2t en 2 eny Ly ( | 22
L (B(x)) L (B(r))
Quindi, per ogni te (0,1) si ha
5.3 Sl ax<c & = Siu 12 ax.
B(tr) B(r)

Con un procedimento analogo a quello esposto per provare la (5.31), dalla (5.32)

segue
2 4+

/(l! uu I" ax < ¢ t en jliu..u K dx
B(tr) B(xr) Blx
da cui

2 4 2

Y w1 ax<e Tl
B(tr) L (B(xr), R)

Pertanto si conclude

ufco’u(ﬁ) ove a=2-n(l-£)/2. [




o i i
ii) caso a =a (x,Du)

Consideriamo il sistema fortemente ellittico
i

(5.33) ¥ D.a (x,Du)=0 in &

i i

i

ove i coefficienti a wverificano le ipotesi (5.2) e le seguenti

i nN
(5.34) a (x,0)=0 per ogni (x,plefl x R
(5.35) esistevuna funzione w: (0,°) = [0,+°) limitata, non decrescente, w(o)

. , . nN
infinitesima per g -0 tale che per ogni x,v%{l e per ogni pR

la' (x,p)-a (v,p) | < wlllx=yl)- (1+lpl)

a) holderianita della soluzione

TEQOREMA 5.7. Se n<4
0 N
(5.36) wecC ‘%, R) ove g = o .,M,n) € (0,1)

Dimostrazione. Se n=2 si possono applicare i teoremi di regolarita per sistemi

lineari al sistema

¥ D. (A (x,Du) Du) =0
i3 i i3 3
- . ) i
ove A, (.,Du) ¢ L () e il sistema & fortemente ellittico.
1]

Se n>2 sia v 1' unica soluzione del problema di Dirichlet
1
v-u eH (B(r))
o

(5.37) i
Da (x ,bv) =0 in B(xr)
1 1 O

Applicando la (5.32) a U=Dv, per ogni te (0,1) otteniamo
2 2+¢ 2
5.38) vl ax < c £ §bvi® ax ene (0, 1)
B(tr) B(x)

Poicheé

z D_[ai(x ,Du)-ai(x Dv)] = I D,[al(x ,Du)-al(x,DuH
1 i o o 1 i o

o

i i hk
a (x ,pu)~-a (x ,Dv) =2 A D,
h o h o Jki3 3

A
X
ove .
1
3 ,tD WD
hk g 98, g v)
A= : at
i3 5
Py




1
weH (B(r)) & soluzione del sistema lineare, fortemente ellittico, a coefficien=
o

ti A el ()
iJ

j I(A, Dwl Dy) dx= | Z(a (x_,Du) - 2’ (x,Du0) | Do) dx
13 ij 3 i i o i
B(r) B(r)

i 1 N

per ogni geH (B(r),R)
o
da cuil segue
2 2
fltill dx < c@) wl(r) f (1 + fpul) ™ ax

B(r) B(r)

Poiché u=v+w, seguendo un procedimento ormai standard, si prova che per ogni

pe (0,en) esiste r(u) tale che se r<r ) e per ogni te (0,1)

1+ o ax<e 2™ § o ax
B(tx) B(x)

Quindi, applicando la diseguaglianza di Poincaré, per ogni r<r(u) e per ogni

te (0,1) si ha

2 2 4+ 2
frlo-u  Pax<er ™ § @+ ioub” ax
B(tr)
B(tr) B(r)
da cul segue
Oy N
ueC (S, R ) con g = (4+u-n)/2. O

1 N .
Il teorema precedente prova che, se ueH (2,R ) & una soluzione del sistema

(o) N
(5.33) allora risulta ueC 'O‘(Q,Rl) con ge (0,1) opportuno e dipendente dai

i ;

coefficienti a del sistema. Invece, nel caso di un sistema fortemente ellit=

tico non lineare e ad andamenti controllati, nel teorema 5.14, proveremo che,

se n>2, u & parzialmente holderiana in Q e detto 1' insieme di singolarita
o

della u, si prova

H ) =20 per gualche g>2.
n-¢  ©

Se si considerano sistemi fortemente ellittici, ma ad andamenti guadratici,

1 N o

e
proveremoc che, se ueH (Q,R ) ML () & una soluzione, in opportune ulteriori
ipotesi suil coefficienti, allora u & parzialmente holderiana in £, ma nulla

dell' insieme singclare £ .
o

i

o]
‘._—
9
[
nl
&b
i
F
jasi
)
o
[
joh)
P
~
(R3]
[l
(o

verra precisato circa




[§;

bh) differenziabilita della scluzione.

1 N
TEOREMA 5.8 ([0]). Se ueH (,R ) & soluzione del sistema fortemente ellittico

(5.33) e a EC QxR ), i=1,...n, verificano le seguenti ipotesi

o 2] -
(5.40) “QE”'” + “alu< c Vip)
axs .

2 N
allora risulta ule (£,R ) ed inoltre vale la maggiorazione
oc

ME < E.

2 N
H (2,R )
loc
Si & ritenuto opportuno riportare 1' enunciato del teorema 5.8 per evidenziare
i
che, se i coefficienti a non dipendono esplicitamente da u, allora non occorre
o,0 = N . . .
supporre u€eC (,R ), a differenza di guanto avviene nel teorema 5.15.
Inoltre il teorema 5.8 & ancora vero se si considerano sistemi fortemente ellit=

tici e ad andamenti controllati. Tale caso & stato omesso per brevita di espo=

sizione e per esso rimandiamo, ancora una volta, a [Q].
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iii) caso generale

a) holderianita della soluzione

i
Nel caso in cui i coefficienti a dipendano anche da u, il teorema di regolarita
5.7 diventa un teorema di holderianitd parziale per ogni n>2. Tale risultato
non & migliorabile come mostra un controesempio di Necas-Stara ([ 24]).

CONTROESEMPIO

Sianc n=N=3 e »B(0,1). Poniamo

202

h u u Ixl
B (x,u)=c(6 _ + Db ih )

i ih P o

1 +lal® Ikl

hk h k
A (x,u) =B, B, +6 06

1] i ] ij hk

ove

2 2 -2 -2

b=2n/(n-2) ¢ = g(n-g) (n-2) (n-2¢) (n-1) o €(1,n/2).

Le matrici A, , sono continue, limitate e fortemente ellittiche e, posto
-a 1 N . , . R
u(x)=xlxll *, seque uer (Q, R ) ed & soluzione del sistema quasi lineare

2. D, (A . (x,u) Du =0
1 i ij 3

senza essere holderiano e neppure limitato in £.

Consideriamo 11 sistema fortemente ellittico
n

(5.41) Eu=_zlo,a1<x,u,nu) + b(x,u,bu) = 0 in Q
1= 1

i
Supponiamo che i vettori a e b abbiano andamenti controllati, ossia
Mk .
la™ (x,u,p) | < c v(u,p) per ogni i=1,...n
b (x,u,p) I < c V@u,p)
essendo V(u,p) definito come in (1.3).
Supponiamo, incltre, che esista una funzione w(r)>0 per r=0, limitata, continua
) . . N
concava, non decrescente e con w(0)=0 tale che per ogni x,yef), per ogni u,veR,

) nN
per ogni pekR

RS e

[ —
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i i 2 2
(5.42) T la (x,u,p)-a (v,v,o0l < wllx=yl " +u=vl ") (t+hal +1 vl -+l pl)

1
Osserviamo che il sistema (5.41) si pud riscrivere nella forma seguente
i i

(5.43) ¥ D.a (x,u,Du) + b{(x,u,Du) = ZD A (x,u)

i1 ii

~i i i i i , o

ove a {x,u,Du)=a (x,u,Du)-a (x,u,0) e A" (x,u)=-a (x,u,0). Con tali notazioni

~i
risulta a (x,u,0)=0 ed inoltre

~i -
(5.44) la (x,u,p)ll < c V(u,p) per ogni i=1,...n
~i ~i 2 2

(5.45) zla (x,u,p)-a (v,v,p) ) < 2wUx=yl “+lu-vI") (1+lul+Hvl+lpl)

i

1 N ,
LEMMA 5.9. Se wH (Q, R ) & una soluzione del sistema (5.43), per ogni sfera
. © o n
B(2r)CC Q, per ogni €>0 e per tutte le funzioni 8¢C (R ) tali che
n -1
(5.46) 0< 9<1, g=1 su B(x), 9=0 in R -B(2r) I8l <cr
si ha la seguente diseguaglianza " tipo Cacciopoli'
2 2 -2 ‘ 2 2 2

.1 S  mmul” ax<ert Shuma 1 axre [0 v ax

B(2r) B(2r) B(2r)
Dimostrazione. Dall' equazione

i ' i
&é? (a (x,u,Du)| Digo) dx +Q§ (b(x,u,Du)| ) dx -@f?(A (x,u)IDicp) dx

1 N 2 -
per ogni ¢5HO(Q, R ), posto p= ¢ (u—uB(zr)) segue
~ 2 ~d
(5.48) )’z(a:L(x,u,Du);a Du) ax = - 2 §3(a (x,u,Du)! 90 & (u-u ) dx +
i i g i i B(2x)
Q
(b (x,u,Du)| 8 ( )) ax + (zalx,0 9D, +9 D9 (u-u )) dx
ﬂj e o R Qj‘i‘ 5o i i B(2r) ‘

Dalla condizione di forte ellitticitd, essendo i coefficienti ad andamento control=

lato, si ha

2 2
yj‘ﬁ foul dx < ¢ T “S (3]D_g\+§2+§2ﬂD,u")(1+Huﬂ+RDu“)“ u-u I ax
i i i B(2r)
B(2r) B(2r)
da cui, per ogni ©0, segue
2 2 -2 2 2
qﬁﬁ floul” ax < c r ‘S lu-u M ax + € “fﬁz vV dx. 0
B(2r) ;

B(2xr) B(21) B(2r)

1 N
LEMMA 5.10. Se ueH (O, R ) & soluzione del sistema (5.43) esiste p>! tale che

2p nN .
DueLl (, R ) e per ogni sfera B(2r)C  si ha
oC

2p 1 2
(s.49)  ( Fv P ax) Pce 5V ax
o B (2r)




Dimostrazione. Dalla diseguaglianza di Poincaré segue

(n+2) /n

Shoma 17 < c(f Ipul 2/ @+2) a%
B(2r)

B(2r) B(2r)

Pertanto, con facili calcoli, dalla (5.47) , si prova

(n+2) /n
}V2dx<c3(j V2n/(n+2)dx}. + € fvzdx

2
B(x) z) B{(2r)

v 2n/ (n+2)

Posto U= e g=(n+2)/n dal lemma 4.33 segue che esiste ¢ >0 tale che
o

per ogni e <¢ esiste ©6>0, dipendente da c e da n, tale che per ogni‘t@[q,q+5)

56

o)
risulta
t 1/t 1
jU dx>/<K(J’qux)/q
B(r) B(2r)
da cui, sostituendo, si ottiene la (5.49). O

Premettiamo un risultato provato in [ 18].

LEMMA 5.11. Sia A un insieme limitato di Rn e g: A>(0,1). Allora esiste una
successione di punti xieA tale che

(5.50) B(xi,g(xi)) F\B(xj,g(xj)) = % per ogni i#j

(5.51) UB(x ,3g(x)) DA
i i i

) n 1
TEOREMA 5.12. Sia Q un aperto di R , feLl () e aep,n).Posto
ocC

(5.52) E ={xeQ : limsup p = jlf(y)l dy > 0 }
p =0t B(x,0)
si ha

(5.53) H(E ) = 0.
[0 (s

Dimostrazione. Proviamo che per ogni compatto KC2 posto F=K M Eq segue

H (F) = O.
o

Per ogni seN poniamo

FS = { xeF : limsgp p—a J’lf(y)| dy >1/s 1}
p~ 0 B(x,0)

da cui si ha




> pertanto basta provare che

H(F) =20 per ogni seN.
a s

Sia Q un aperto limitato tale che KC QCC £ e sia d=min{dist(X,3Q),1}. Per

ogni ¢ € (0,d) e per ogni xF esiste g(x)< ¢ tale che
' s

gx) ¢ j L £(y) lay = 1/2s.
B(x,g(x))
Siano Xi come nell' enunciato del lemma precedente. Posto g =g(x,) segue
i i

, n n- a n~-
mis{U B(x, ,9,)} =w Zg. <w ¢ @ g, <2s weg jk(y)l dy
i i1 ni’i n i7i n 5
da cui, per ¢ — 0, segue la tesi. O
Riportiamo 1' enunciato di un lemma provato a pag. 10 di [9].
LEMMA 5.13.Siano ¢, wlz(O,d 1= 10,42 e wz:(0,+°°) > (0,+°) e wl, w2 non
decrescenti. Siano A, ¢ costanti positive e fe€[0,a). Supponiamo che per ogni
t €0,1) e per ogni re (0,d]

, o - B
p(tr) < @t + wl(r) + w2<r e(x))} e (x).

Supponiamo che per un g€ (0, g- f] esista r € (0,d] tale che
€

F(r ) = w(r)+w(r_ﬁgo(r))<(l+A5ﬂ/€.
£ 1 ¢ 2 ¢ €
Allora per ogni te (0,1)
g (tr ) < B £%7€ v (r ) ove B = (1+A)u/?
3 £

Dimostriamo ora il teorema di parziale holderianita.

1 N o )
TEOREMA 5.14. Se ueH (£, R ) & soluzione del sistema (5.43) ed inoltre 2<n<4

allora v & parzialmente holderiana in £ e, indicato con £ 1' insieme singo=
o

lare di u, si ha

(5.54) H )y =0 per qualche p>1.
n~-2p o

In particolare se n=2 il vettore u & holderiano in £l
i

sa . . ) o nN- .. -
Se n>4 e ~j sono uniformemente continue in §$x R x R , il vettore u &

SPk

parzialmente g-holderiano in £, per ogni o €(0,1).

Dimostrazione.Dalla (5.49) e dalla diseguaglianza di Sobolev segue che u &




n
Q

wolderiana se n=2. Se n>? sia B{r)=B(x ,r)cX. In B(r) poniamo u=v+w ove v &
o

soluzione del problema di Dirichlet

1 N
v-u ¢ H (B(x), R)
(5.55) N : 1
S 3G e D) | D) dx =0 per ogni ge H_ (B(r), R
(r)

> w & la soluzione del seguente problema di Dirichlet

1
W e H (B(r), R
[}

1

i i i
(5.56) ’f ? (a (Xo'uB(r)'DW+Dv [ Diw) dx = 3 -f (f | Diw) dx + _f(b(x,u,Du)|¢)dx—O
B(x) B(r) B(x)

1 N
per ogni e HO(B(I), R )

i ~1 ~i i
we £ = (a (x ,u ,Du)-a (x,u,bu)) + A (x,u).
o B(r)
*onendo
hk ~i
, hk 1 d%a
\,. A, }e A = 6 h (x ,u ,tDw+Dv) dt
ij ij ij —F o B{x)
0 pk

31 ottiene

(5.57) f (A Dw | Dy dx= 3Zf (fl(x,u,Du) | D.g) dx + [ (b(x,u,Du)|y) dx
T ij i T i
B(x) B(x) B(r)

. , 1 N,
er ogni ¢€HO(B(I), R )
yalla maggiorazione (5.23) segue
2 2+ n 2
(5.58) _fﬁ vl dx <c t  F kavﬂ dx
B(tr) B(r)

scegliendo ¢ =w nella (5.57), tenendo conto della (5.49) e della (5.45) si ha

1) o J +ha ol Iowl ax +
B(r)

2 2
(6) ol ax < § uer ey

B(r) B(r)

P bl (v ) dx = ().
B(r)

>al lemma 5.10, ricordando le proprietad di « e la diseguaglianza di Jensen, segue
1 1

2 ¥ 2 2 (?
(0 <(Su Dw | d:»?- foleoo eyl shbpab” ax) +
B(r) (r) ;
. . ?
2 2 ¢
N C( j/ e | o Dw }.2) dx). ( (14l ngﬂ)z dx | <
\s{r) B(xr)




, . ) 1
+ c< jlﬁwﬂz dx)i (/,f V2 dx)2<
B B(x)

(r)

1

1
3 3
2 2 2 2 1/2p"
< C(B(j |l Dwll dx) (B (jr)v dx) [w(cr + B({r()"u“uB(r) I dxj]

r)

ove c non dipende da r. Pertanto dalla diseguaglianza di Sobolev si ottiene

1/p!
(5.59) fHDwnz dx < ¢ jvz dx {w(c r2 " (( V2 dx)J
B{x)
B(r) . B(r)

Siccome u=v+w, per ogni B(r)C Q e per ogni te (0,1) dalle (5.58) e (5.59) segue

2 ¥
(5.60) S“Du" dx < c{t2+€n + w(...)i/p} _.f V2 dx.

B(txr) B(x)
Chiaramente si ha

n 2
(5.61) 5 ldax <t 5 vV dx
B (tr) B(r)
e, tenendo conto della diseguaglianza di Poincaré, segue

2 2 2 <
(5.62) _5 full” ax < 2 j'ﬂu—uB(r)H dx + 2 “S HuB(r)ﬂ ax
B(tx) B(r) B(tr)

2 2 2
Scr _SHDuH ax + ¢t _S"u“ dx.
B{x) B(r)
Quindi, dalle (5.60), (5.61) e (5.62), scelto ¢ sufficientemente piccolo, si

ottiene
2 2+ 2 2- 2 1/p! 2
(5.63) J' Vo odx < K.{t en + r + [aﬂcr nB(j)V dx{] /EL} .j v dx.
r
B(tr) r)
Poniamo

, - 2
Q _<{xeQ: minlin r " v ay > o).
r 0 B(x,r)

Per un noto teorema di Lebesgue risulta mis §I =0 ed inoltre, se p & definito
o

come nel lemma 5.10, segue

2-n 2 2p-n 2 1

r _5 V dx<cfr P _{ v P di> /p.

B(r) B(r)
Quindi, posto g=2p, si ha
2- 2 -n

(5.64) «r n ~S vV dy < c rq o jF v dy /4

B(x,r) B(x,xr)

da cui, per il teorema 5.12, risulta

n-g o




\

Proviamo che § & chiuso in .
[e)

Fissato x € §- & , poniamo
o) o

wl(s)=Ks
1 ]
w2(s)=K [wics)] /p
- 2
G (x ,r>=w<r>+w<:2n. § v d>9
o 1 2
B(x ,v)
o
da cui si ha
(5.65) minlim G(x ,r) = 0.
r —0 ©

Posto

d =inf{lx xll: x¢ Q}
XO (o]

dalla (5.65) segue che per ogni ¢ € (0,4+én-n] esiste r (x )< j d  tale che
o o o %

Glx ,r ) < (1+K)_(2+En)/€o
o' "o

Poiché v = G(y,r ) & continua in £, esiste B(x ,p) tale che p+r < d e
o , o) o x
o

-(2+en) /e
o

G(y,ro) < (1+4K) per ogni yEB(xO,P).

Per ogni veéB(x ,p) e p< id vale la maggiorazione (5.63) e, quindi posto
o X
° 2
w (s)= VvV dx
B(y,s)

F(t)=G(y,t)

segue

2+4en

2-
0 (£p) <{Kt +w (o) + e (p nmp(p))}wp)

Rir) < (14x) " TER B

Allora per il lemma 5.13 per ogni t€ (0,1) si ha
(2+en) /e
o

Jten-~
e ) ove B=(14K)
(@]

p(tr ) <B t
o

da cui, scelto € < (4+en-n), e posto O&=4+en-n-£ , segue
o o

n-2+ 0
(5.66) gltr )< B t ¢(xr ).
o] o
Pertanto si ottiene
¢ {r)
lim = 0




Quindi
x €82 8 = yel-Q per ogni y€ B(x £).
o o o
Allora B(XOP )y C8-Q |, cice - Qo & aperto e pertanto £ & chiuso in Q.
o o

Concludiamo con il risultato di parziale holderianita nel caso in cui ne (2,4 .

Dalla (5.66) segue

2,n-2+ 96 N . . ,
Du€¢ L (B(x ,r),R) per ogni 6 sufficientemente piccolo
i o)
e quindi
2,n-2+96 N
pu€ 1.’ (2 -9 ,r).
i loc o)

Pertanto, per il teorema 3.10, risulta

2,7 N
u €277 ¢ Q.0 ,R )
loc o)

ove Y =n+0 . Dal teorema 3.8 si ottiene
0,872 o N : .- ,
u €cC ($2-£2 R) per ogni & sufficientemente piccolo.
o
Esaminiamo ora il caso n>4.

Riscriviamo il sistema (5.43) nella forma

i
% D (A  (x,u,Du)D u) + b(x,u,Du) =2 D A (x,u) .
ij 1 ij 3 i i

o o
Sia B(r)=B(x ,r)CC Qe poniamo A, =A  (x ,u , (Du) ).
© ij ij B(r) B(r)
da )
Essendo -——3— uniformemente continue e limitate segue che esiste w:[ 0,7 0,2
continua, non decrescente, concava, tale che ®(0)=0 e

LS IR

2 2
< - - | - 1y .
< w(llx xohllu uB(r)l +lpu (bu) 1)

(5.67) (3 12° -a  (eou,0w 17}
ij ij ij (r)

1 N N
Consideriamo v€H (B(r),R ) e w€H (B(r),R ) soluzioni dei seguenti problemi di
o

Dirichlet
‘ 1 N
v-u € H (B(r),R)
[o]
o)
D {a Dv) =0
,, L 13 3
1]

1 N
w € H (B{(x) ,R)

o

o) i
D (A Dw =3D[(A  -A )Dul - bix,u,Du) + 2D A" (x,u).
ij i i3 3 i3 i 13 i3 3 iid

. O R o . . . . . . . .
Poiché A | sono costanti dalla teoria dei sistemi lineari si ottiene
13
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(5.68) j“Dv“ dx < ¢ t jimv!' per ogni t €0,1)
B(tr) B(r)
e, analogamente a guanto provato nel caso r<4, si ha

1-2/q
2
(5.69) Jf“DwH dx € ¢ _f V2 ax | w2 2-n J, v odx + jF"Du (Du) B(r )nzdx)] .
B(x) B(2x) B(r) B(xr)

Essendo u=v+w in B(r) dalle (5.68) e (5.69) per ogni te (0,1) segue

2 -
(5.70) f Vioax < ¢ fvz dx{tn+r2+{w(--.)]l Z/q}

B(tr) . B(x)

Dalla (5.70) si ottiene la parziale holderianitd analogamente al caso r<4.
Se xchZ—-fkﬂ dalla continuitd della funzione integrale, analogamente al caso n<4,

segue che esiste una sfera B(xg,r)C & - { e quindi Q-Q o & aperto, ossia Qb é

chiuso in .

Definiamo €y e £l nel modo seguente

2-n 2
2 =9xQ : minlim r a V dy > 0

r =0 B(x,r)

2
2, {XEQ : maxlim 5’ uDu——(Du)B(r) I~ ay > 0} .
> 0 B(x,r)

Si verifica immediatamente

Qlc Q OC ﬁh U QQ,
Non essendo contreollabile la misura di Hausdorff di Qg,questa dimostrazione

permette di concludere che mis {3,=0. 0

b) differenziabilitd delle soluzioni.

Consideriamo il sistema fortemente ellittico

i o i
(5.71) ZD.a (x,u,Du) + a (x,u,Du) +Z D A (x,u) =0
i i i i

con le seguenti condizioni

i
o

i
(5.72) a (x,u,0)
i - .o
(5.73) la™(x,u,p) | <c viu,p) per ogni i=0,1...n
e supposti i coefficienti in é’&), siano verificate le seguenti 'condizioni

di crescita naturali sulle derivate"

per ogni (x,u,pleh con lull< ¥ risulti

T AT
B S




i n aal bl aal
(5.74) fa I+ = + 2 < ¢c(K) Vip) per ogni i= l...n
s=1 ax k=1 au
s k
5.75) 3. 3|2 }}< (K) i o= 1
(5. E1 21 8p3 c (K per ogni i= c..n

i
(5.76) i vettori A verificano le ipotesi (5.73) e (5.74).

Proviamo il teorema di differenziabilita.

Qo

1 N
TEOREMA 5.15. Sia weH N C ( Q,R ), 0>0, soluzione del sistema (5.71).

2 N
Nelle ipotesi (5.72), (5.73), (5.74), (5.75) e (5.76) risulta UEHl (Q2,R) ed
oC

inoltre vale la maggiorazione

2
5.77 <
( ) 1u12 N H
H ( QR )
loc
ove H dipende da v, lul 0o e Jul
c H ()

Dimostrazione. Fissiamo una sfera B(r)CC £ e s tale che I<s<n.

Sia Qe d:(Q) tale che 9> 0, 9=0 in Q-B(ry) ove r0=(x+p)/2 essendo pe (0,r),
. -1 L
¢ =1 in B(p) e |Diﬂl <c{r-p) per ogni i=1,...n.
Poniamo
2
8 7 u) con |hl < (r-p)/4
ove
s
T hu(x)=u(x+he yu(x) .

5y

Analogamente al teorema 5.1 otteniamo

2 2
_r E (r (a (x,u Du)+A (x,u)) | D, (& u)) dx + J}T b(x,u,pu)l &7 u) dx=0.
S, i h h s,h

SI Q SI 14
N
Se f: A - R definiamo
~ 1 s
£f = [ f(x+the ,u+tr u,Du+tr Du) dt
0 s,h s,h
da cui
~i ~1i ~i
J a da N Jda
T a (x,u,bu) = h = + g T — 4 Z % T Dou —
' 0 X k=1 =,h k& 9du k=1 =1 s,h 1 .3
s dpk

Pertanto, posto




i i i
A (x,u,p) = a (x,u,p) + 2 (x,u) per ogni i=1,...n

dalle ipotesi considerate, segue

N n n‘ aif
(5.78) >, 2 Z 1 ” < M(K)
k=1 i=1 j=1 -—"—‘—“j—.-
BPk
n a‘i N ~
(5.79) 3 C » + 3 " a &t H <M(K) (1+llpull+l 7 pul) per ogni i= 1,...n.
s=1| 5 x k=1 — s,h
s u
k

Quindi otteniamo

~ ~i
A aA
S.BOjfg 8 w7 pudor »p dx=-2_ & g 91 D DY 7 _u)dx+
8021151 T n juk—-j‘-{ TP S W )T By 171 s,n
B(x) 8P B(x) op
k k
N 2
§ T -f( T .U 24, I O T Dutd D& 7 _u) dx +
igl k=1 s,h k gu s,h 1 i s,
(r)
n sl 2 o 2
-h> J'(_jﬁ.l 3 T Du+3Dd 7 u) dx + _{(a (x,u,Du)l 7 & 7 _u)) dx.
i=1 X s,h i i s, s,-h s,h
B(r) sl B(x)

Minoriamo il primo membro della (5.80); dalla ipotesi di forte ellitticitd si ha

n N ~ 1
a8 2 2
(5.81) > », 8 _D.u |97 pDu ax=v )¢ lr pul” ax
i,3=1 k=1 s;,h J k 3 s,h 1 s,h
B(r) iy B(x)

Indichiamo, rispettivamente, con A,B, C, D gli integrali a secondo membro della
(5.80) e maggioriamo i singoli integrali.
Per ogni ; > 0 otteniamo
-1
|2 | <c(K) (xr-p) Slr hu" ir hDuH dx <

S, S,
B(r,)

2 2 -2; “2
<e o | T hDuﬂ dx + c(g,K) (x-p) I 7 ul ax

r

B(ro) B(ro)
| Br< M(K) )( (+lpul+ I+ pub e wl 9°0 7  pull ax +
o s,h s,h s,h
B(r)
2 -1
w7 1 ¥ (r-p <
+em § (t+lpul+ | S oeb bl ) T ax

B(x)

TR TS S




2 P
< e §07 0 ol
B!ro)

—l .
+ Cc UK (y-p (1

B(r)

7z . . s . 2 2
i R AR B ulty R & L bull) R?s HUH ax
S, 0 ¢
Blr)
“oull+ I opufs T ol oax <
s.h s,h

¢ 14

< e 07 oul® s cte f0R o ou®ag 7 a s
< e < h u { €+ s.h s,t

7

B(ro B(r)
-2 2
+ c(¥) (r-2) B ul ax.
B(x) '
Dalla holderianita di u segue
2 s e
(5.82) 7 ull =]ulxthe )—u(x)“ ﬂu“| | b
‘ 't c®e @)
Pertanto, ricordando che h« (r-2)/4, si ha
2 2 )
(5.83) | A< Ejb‘ IT _ . pul” dx + c(SK, uj ) (mis( Q).
s,h ] Oy,
B(r) - C Q)
Inoltre
2
(5.84) 5 321 K D,u“ dx j; S ||D u(x+he )-D u(x)” ax « c_fNDu" dx
s,h
B(r,) B(rg) B(r)
e quindi
2 2
(5.85) | Bl ¢ 519 I .bul dx + cfio K, fjul| j(1+HDuH+ "T Du“ dx «
B(ry) ’ c°r (£2) B(r )
2 2 2 ‘
< QJ*? I, pul” @x xR qul) gy ) § asoup” ax.

B(rg)

Maggioriamo C.

creon( £
B

(re)

C ) B(r )
o

1

1

2 3 2 2 b

7 Du" x| - _f D (1+Dyj+ ; hDun) ax +
B{ro) !

' |
2 2 ’
] m( fa (#Duy+y 7 Dy dX) ( Sn 7s,h 1 dx><

B(r,)

B(r

S ¢ e paf axscen f adodetr oh® acsnl® fir u® e

Sy

B(IO)

S, Syil

B(r,) B(r,)

guindi, dal lemma 4.1 e dalla {5.84) otteniamo

2
(5.86) l cl< el®

B(r )

2
hr hDuFF dx + cl(gXK) _g (1+lpully ™ ax

S B(r)




Infine maggioriamo D.

Pob—

1
2
Ipl< ¢ f (1+lal+lpuly? ax fuT w2 Wl axb <
s,-h h

B (7o) Blrg) s
; %
< < j (+lal+lpaly? ax jﬁz [e-o) 2 I ul®s0® 817 pul®laxh <
. s,h =1 s,h j
B(ro) B(ro)

2 - _

< ¢ 3 fr hpuﬂz ax + c(e) J’(1+ﬂuu+"Du")2 dx + gayﬂg(r—p) zlh huﬂz dax.
Blr)) B(ry) B(7,) s

Pertanto dalla (5.82) segue

(5.87) Ipl < gjﬁz I hDull2 dx + c(g) j(1+“uu+nDu")2 dx +
B(xy) S B(ro)

+ cle) M 112 .mis ().

Scelto ¢ sufficientemente piccolo, dalle (5.81), (5.83), (5.85), (5.86) e (5.87)
segue

c(u)‘j "TS hDuH2 dx < c(x, Iall )-~S (1+HDuH)2 dx + c ’S Huﬂz,dx

’ O,
B(p) C () B(xy) B(r,)
ovvero
5 ,
(5.88) i hDu” dx < H per ogni pe (0,r) e Inl<(r-p)/4a
s

B(p) '

ove H & una opportuna costante positiva dipendente da Il ul! , Ml ,

C (£2) H (£2)
K, V e mis(82).

, 5 N
Per il teorema 4.2 si conclude u€H (2,R ) e vale la maggiorazione
oc
2
lul < H.

N
H (£,r)
loc

' : 1 o,a N
OSSERVAZIONE 5.16. Nel teorema precedente 1' ipotesi ueH N C ""(©Q,R ) non

pud essere indebolita se si considerano andamenti naturali sulle derivate.

Invece, nel caso di andamenti non naturali sulle derivate, cioé& se supponiamo

[ N

da
du
k

(5.89) ” per ogni i=1,...n e k=1,...N

allora si conclude analogamente al tecrema precedente. La dimostrazione &
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analoga a guella del teorema 5.15. Infatti, mantenendo le stesse notazioni,
dal lemma 4.1, segue

-2 . 2 -2 2 2
(5.90) (x-p) f ﬁ;’hu“ dx <c h j “TS’hu“ ax < cj Ipull” ax
B(xy) B(r,) B(x)

(5.91) j I+ u“z dx < 2 S Ilull2 ax.
S,
B(rg) B (r)

Le maggiorazioni (5.89),(5.90) e (5.91) permettono, quindi, di provare la (5.77).

¢) holderianita del gradiente.

1 N
Sia uvweH (2,R ) soluzione del sistema fortemente ellittico

i
(5.92) %Dia (x,u,Du) + b(x,u,du) = 0 in Q

1=

con le ipotesi (5.72),(5.73),(5.74) e (5.75).

Come si & gid visto nel capitolo II dal teorema di locale differenziabilita
si ottiene la (2.4). Pértanto dalla teoria dei sistemi quasi-lineari segue il
seguente teorema

1 N 0,0 N i
TEOREMZ 5.17. Se ueH (,R ) Nc¢C (2,R ) & soluzione del sistema (5.92) con

le ipotesi (5.72),(5.73),(5.74) e (5.75) allora esistono un insieme QO, chiuso

. N ,
in &£ e B> 0 tali che D.ueco'ﬁ( £ - £,R ) per ogni i=il,...n.
i

TR




CAPITOLO VI

RS SO ——

Sistemi ellittici non lineari ad andamenti quadratici.

Consideriamo il sistema non lineare e fortemente ellittico (con costante di

Cellitticita v)

9}

n i o
(6.1) 2. D.a (x,u,Du) = DA (x,u) + a (x,u,Du).
i=1 i ii

i=1

Poniamo

K=sup{ lux)ll : xeQ}
i
e supponiamo che i vettori a (x,u,p), i=0,1,...n siano misurabili in x, con=
tinui in (u,p) e tali che
i
(6.2) a (x,u,0)=20 per ogni i=1,...n

Supponiamo, inoltre, che abbiano i1 seguenti andamenti non controllati (andamen=

ti quadratici nel gradiente)

(6.3) "al(x,u,p)" < cl(K)(1+npu) per ogni (x,u,p)éA e i=1,...n
' N
(6.4) Ila x,wl < c, (K per ogni (x,u)eQxR e i=1,...n
1
o 2
(6.5) la™ (x,u,p) I < c2(K)(1+Hp” ).

1 oo N
Sia veH ML (2,R ) una soluzione del sistema (6.1), ovvero

(6.6)

'—l.
s

i n
j‘(al(x,u,Du) | Dy) dx = 2 j (A (x,u) | Dyp) dx + S(aoix,u,DuTPw)dx
1 i i=1 i i
Q ) - N Q Q
per ogni ye H NL (Q,R ).

o

a) holderianitd del vettore u.

1 oo N
Nel caso di andamenti non controllati e soluzioni wveH N L (,R ) si prova che
. . . . o oY

esiste un sottoinsieme £ , chiuso in £, di misura nulla, tale che weC “-8a )

o ‘ o
per un opportuno ye (0,1). Tuttavia, nel caso generale, a differenza di quanto
avviene per i sistemi non lineari, non si & ancora riusciti a precisare la mi=
sura di Hausdorff dell’ insieme singolare {2 . Nel caso particolare dei sistemi

o

quasi lineari, invece, si pud precisare la misura di Hausdorff dell' insieme

Q . La differenza consiste in un principio di massime per sistemi lineari

i e




a coefficienti costanti che gioca un ruolo fondamentale nella dimostrazione
del teorema di regolaritd nel caso guasi lineare.
Proviamo alcuni risultati preliminari.
0] 1 had N 0 : 0]
. LEMMA 6.1. Sia wH N L ©Q,R ) soluzione del sistema non lineare (6.1).

Supponiamo che siano verificate le ipotesi (6.2),(6.3),(6.4),(6.5) ed inoltre

risulti
(6.7) 2 c2 K <vp
0 i ‘
a
(6.8) 1le derivate ——5', i=l,...n, k=1,...N sono uniformemente continue e
b
pk

limitate in A,

allora per ogni sfera B(2r) C @, con rx<1, vale la maggicrazicne

6.9) |4 ° <cr | 12 Fo® £
. = r u - u
2
5 (B(r)) BT 12 5 2m)

Dimostrazione. Sia ¢ tale che

-1
0<kl, 8=1 su B(r) e | DY < cr per ogni j=1,...n
J

e poniamo

2
¢ =9 (u - uB(Zr))'

Allora dalla (6.6), ricordando le ipotesi (6.2),(6.3),(6.4),(6.5),(6.7) e (6.8)

si prova la (6.9) con un procedimento analogo a guello seguito nella dimostra=

zione del lemma 5.9. o

Dai lemmi 6.1 e 4.33 segue il seguente teorema

1 oo N
TEOREMA 6.2. Se ueH NL (§,R ) & soluzione del sistema (6.!) e sono soddisfat=

1 N
te le ipotesi del lemma 6.1 allora esiste p>2 tale che u€H 'p(Q,R ) e per ogni

sfera B(2r) ¢ Q@ e r<l si ha

p/2
(6.10) j(él NDiu“2> <c( i

' p/2
2
Ip ul dx> + ¢ (K) In/p.
i
B(xr) B(2x)

[Ri=
—

Si pone, quindi, il problema di vedere se la condizione 2c2K <7 pud esse=

[ay]
o




re indebolita.
Se N>1 un controesempio di Frehse ([Q]) mostra che le condizione c2K <v &
necessaria anche per i sistemi ellittici quasi lineari con parte principale
lineare.
Proviamo, ora, il risultato di parziale holderianitd per la soluzione u.
1 oo N
TEOREMA 6.3. Se ueH N L (,R ) & scluzione del sistema (6.1) e sono soddisfat=
te le ipotesi del lemma 6.1, allora u & parzialmente holderiana in £1.
Inoltre se il sistema (6.1) & quasi lineare, allora, detto £ 1% insieme di
[}
singolaritd di u, risulta
(6.11) H Q) =0
n-p o

ove p & definito come nell' enunciato del teocrema 6.2.

1 oo N : :
Dimostrazione. Sia ueH N L (2,R ) soluzione del sistema (6.1). Poniamo

i
A = Ab# A?# = Of ZzE—_—-(x,u,tp) dt per ogni i,3j=1,...n h,k=1,..N.
1] 13 13 apj
k
i
Essendo le derivate —Eg‘uniformemente continue e limitate, esiste una funziorne
Bpk

@ : [0,42) = [0,+>), concava, non decrescente, tale che w(0)=0 e risulti
!

n 2} 2 2 2
2 I, (x,up) -2 (x v, <w (Ix = x 17+ lu = w17 + Ip - gl
i,j=1 ij ij o o

da cui segue

(6.12) ( oA (x ,u , (Du) ) = A (x,u,Du) Il2> : <
i,j=1 ij o B(2r) B(2r) ij
< u:(rz + ftu - u “2 + llpu - (Dw) "2)
B(2r) B(2r)

Pertanto dalle maggiorazioni (6.10) e (6.12) e dalle ipotesi considerate
sui coefficienti, analogamente al caso n>4 del teorema 5.14, segue che esiste
un sottoinsieme & , chiuso in £, di misura nulla e tale che

o

ve cT@-a)
(o]

per un opportunc ye (0,1).




Esaminiamo, ora, il caso in cui il sistema (6.1) sia quasi lineare. In tali

ipotesi il sistema & del tipo

n E i o

(6.13)y % D (A, (x,u)D u) = . D a (x,u) -~ a (x,u,Dbu)
i,3=1 i ij 3 i=1 "i
‘e verifica le seguenti ipotesi

i : N
(6.14) la (x, 0l < Cl(K) per ogni (x,u) xR

o 2
(6.15) lla (x,u,pu)l < c, (K) (1+lipull ™) per ogni (x,u,p)eA

. N .

(6.16) HAij(x,u)H < c3(K) per ogni (x,u)eQxR , per ogni i,3=1,...n.

Dall' ipotesi (6.8) segue che esiste una funzione w: [ 0,2) 2[0,2) non decre=
scente, concava, continua, con w(0)=0 tale che
2?2 2 2

(6.17) z la (x,0) -a (v, vi < w(lx - yl™ + lu -+,

1] ij 1]
Poniamo

o .
A =17 (x ,u ) per ogni i,j=1,...n

ij ij o B(xr)

ove B(r) CC Q & una sfera di raggio r<! e x efl.
o

Siano v,w soluzioni dei seguenti problemi di Dirichlet

1 N
v - ue H (B(r)IR)
(]

.1
(6.18) o ) 1 N
=z, S (A, Dv| Dy) dx =0 per ogni w€H (B(r),R )
17 ij i o)
B(xr)
1 N
we H (B(r),R)
o
o o)
6.19) J 3 (8>, Dw| D) ax = 2 § (&, -a _(x,w) Dul Dy) ax +
i i i
jB(r) .| 1 ]B(r) J J J
i e} . 1 N
+ 5’ Z{a | D) dx + ‘5 (a | ¢) dx per ogni ¢€H (B(r),R )
i i o
B(x) B(x)

Per un noto teorema di | 14], essendo v soluzione del sistema lineare a coef=
ficienti costanti (6.18) segue che v & unica ed inoltre

(6.20) sup { v (x) |l : xeB(r)} € ¢ K

(ricordando che K = sup {“u(x)n : XeQ 1)

Essendo u = v+w dalla (6.20) segue

Ay




6.21) vl _ < (l+c) K
L (B(x))

1 oo N
e guindi il sistema (6.19) & risolto per ogni weH M L (B(r),R ).

o
Pertanto, con un procedimento analogo a cuello seguito nella dimostrazione
del teorema 5.14, nel caso n<4, dalle (6.10),(6.17),(6.20) e (6.21) segue la

tesi. ' O

Osserviamo che il teorema precedente fornisce una stima della misura di
Hausdorff dell' insieme singolare £ solamente nel caso di un sistema quasi

o
lineare. Tuttavia, essendo in corso ricerche in questo campo, & pwobabile che

si possa giungere, in futuro, a una risposta (positiva o negativa) del proble=

ma sopra evidenziato.

b) differenziabilita della soluzione.

Consideriamo il sistema non lineare fortemente ellittico

(6.22) igi ai(x,u,Du) = ao(x,u,Du)

e supponiamo che i coefficienti siano ad andamento guadratico nel gradiente,
ossia verifichino le ipotesi (6.3) e (6.5).

Proviamo un teorema di differenziabilitd per soluzioni di sistemi ad andamenti
quadratici, ottenendo un risultato simile a quello provato nel caso di soluzio=
ni di gigtemi ad andamenti controllati. Le dimostrazioni sono analoghe a quelle
riportate nel capitolo precedente, per cuil mettiamo in evidenza solamente i
passaggi Piu significativi.

1 oo N
TEOREMA 6.4 (JQ]). Se ueH NL (2,R) & una soluzione del sistema (6.22), cioé

i o
(6.23) T{a (x,u,Du) | Do) dx + (a (x,u,Du) | ¢) dx = 0
1 i
1 o N.
per ogni wyeH N L (8,R)
o
ed inoltre risulta

(6.24) per ogni i=1,...n e per ogni (x,u,p)eA tale che Jul



i
i aa
ha 'l + E tlox_ ﬂ K= 1“ n\ ) vip)

I coo

k 1 s= 1“ap3

(6.25) per ogni (x,u,pleA tale che llull<x

o
o 3 da § l< 2
la i + 1 a““x I + w1 13 c(K) V (p)
k
e 1 ap n\ c(K) v(p)

2 N
allora ueHl (Q,R) e per ogni coppia di sfere concentriche B(p) CC B(r) CQ
oc
con r sufficientemente piccolo, si ha la maggicrazione

(6.26) |u122 < cf 1+ |ul,21 }
H (B(p)) H (B(x))

ove c diverge per (r-p) — O.

o N
Dimostrazione. Essendo ueC '7(Q,R ) si ha la maggiorazione

(6.27) hu - u . <<z Wull
B(r) COI')'

da cui, con un procedimento assai simile a quello seguitoc nella dimostrazione

del lemma 5.9 si prova
2 2 2 2
(6.28) j Hwﬂz Zipul ax<cr 7 f Z Il ax + ¢ S e 17 ax
i 4 i
B (r) B(r) B (r)

oo N 1 oo N
per ogniC (B(r),R ) e quindi per ogni peH N L (Q,R ).
o o

oo ' n s
Siano %eC (), 0¥<l, ¥=1 in B(p), =0 in R - B(x) e TS hu = u({x+he )-u(x)
o] . v

ove | h| <(r-p)/4.
Allora se s e h sono sufficientemente piccoli, analogamente al teorema 5.15,
dalle ipotesi (6.3),(6.5),(6.24),(6.25) e dalla forte ellitticitd, segue

2 2

(6.29) ‘g 8 T lIr Dul ax <
i s,h 1

B(r)

2 2 ‘ 2 2
< c|hl {14y 1+ c fe - ul” = Ip ul” ax

1
5 (B(y)) B (x) *

0}
g
=

Posto y¢= &7 hu dalla (6.28) otteniamo
s




2 2
(6.30) jzw L ﬁDiuIl dx <

14

B(r)
2 2
< (o er wifaxre §lr_ ul® ax<
i i s,h s,h
B(x) B{r)
2 2 2
gcr%, 3 zlr hDﬁH dx + clr,p) 5"Tshﬂ dx.
B(r) * st (x) !

Pertanto dal lemma 4.1 e dalle maggiorazioni (6.29) e (6.30) segue

2 2
fo° s 1r_ pul” ax<
1 s,h i
B(r)
2 2 2 2 2 2 2
<clhl7{ 1+ |ul . }tcr 7jz9 lers hD_ulI dx + c(r,p)lnl jllD ull” ax
] ,h i s

H (B(p)) B(x) B(r)

da cui, scelto r sufficientemente piccolo, si ha

2 2 2 2
3 = Iz Dul dx<clhl™ {1+ [ul }.
i s,h 1 1
B(xr) H (B(x))

Essendo 9=1 su Blp), segue

2 2 2
jznf pul®ax<clhl® {1+ lul }
1 s,h i 1
B(p) H (B(x))
da cui, per il lemma 4.2, si conclude

2

|ul ) <c {1+ |u§2 1
H (B{p)) H (B(x))

¢) holderianitd del gradiente.

Consideriamo il sistema non lineare fotemente ellittico (6.22) e supponiamo

che i coefficienti verifichino le ipotesi (6.3),(6.5),(6.24) e (6.25). Dal teo=
2 N |

rema 6.4 segue ueH (&2,R ).
loc

N
Sostituendo, nella (6.23), ¢=D v con I<s<n e veC (§,R ), si ottiene
s o

(6.31) f 3
1,]=

(A,  (x,u,Du)D, u | D v) dx = 5% (P, (x,u,Du) | D v) dx
Q js i i=1l" is i

1
ij Q

N .
ove A, , sono matrici NxN e F, sono vettori di R definiti nel modo seguente

1] . is )
~ L i i
hk ¢ap da N a s o)
(6.32) A = F = - —_+ I — +8& a
ij ap: is ( X k=1 38u pk is ’

|
1_
!
|
|
|
|

4
&
£
be
L
7
il




-
L

oo N
Ponendo v=D ¢ con IKxn e YeC (€,R ), u & soluzione del seguente sistema
r o

fortemente ellittico

n n
(6.33) L2 (B, . D, u| D ¥) d = .2 (F, | D _¥) dx
ijrs=1 ir,js js ir ir=1"ir ir

oo N
per ogni YeC (Q,R )
e}

ove

B, . ~7 A,
ir,js " rs ij

sono matrici NxN e F, sono definiti come in (6.32).
ir

Il sistema (6.33) & ancora un sistema di guarto ordine,non lineare,fortemente
ellittico e ad andamenti quadratici. In [5] & provato che esiste un insieme

QO, chiuso in £, tale che

0,6 | N .
DiUEC {Q-Q0o,R ) per ogni yYe (0,1)

Hn_q(QO) =0 per un 2.

Pid precisamente si dimostra il seguente teorema per i sistemi quasi lineari

2 o,A N
TEOREMA 6.5 ([5] e[Q]). Sia ueH N C (,R ) una soluzione del sistema

guasi lineare

B (x,u,Du)DBu ! qu)dxz.j (au(x,u,Du) | Da¢) dx

(6.34) s
gm:mx =2 o i lal<2

. ' - N
per ogni geC (£,R)
o
dove Baﬁ(x,u,p) sono matrici NxN, uniformemente continue e limitate in £,
‘ s o ' .o, N e .
fortemente ellittiche e a (x,u,p) sono vettori di R , continui in A, tali che
o, 2
(6.35) Ja~(x,u,p)ll < cV (u,p)
allora le derivate D u, con j=1,...n sono parzialmente holderiane in Q2 e,
detto Qg 1' insieme singolare si ha

(6.36) H (£2.) 0] per qualche 2.

An—q o

]

In particolare {}, & vuoto se n=2.




Quindi il teorema 6.5 permette di provare una regolaritd maggiore delle
soluzioni del sistema (6.22) in quanto tale regolarita segue dalla teoria

dei sistemi lineari di cuarto ordine e a coefficienti regolari.

Inoltre, supposto ufco'y(a;RN) con Y€ (0,1), il sistema (6.31) si pud vedere,
anche, come un sistema fortemente ellittico del secondo ordime,nel vettore
U=Du, con i coefficienti che dipendono da x, u e U.

Pertanto il sistema (6.22) pud essere visto anche comé un Sistéma cuasi
lineare del 2° ordine e a coéfficienti regolari, nel véttore U=Du, e, quindi,

ad esso & applicabile il teorema 6.3, che, in tal modo, fornisce una dimostra=

zione alternativa della regolarita del vettore Du.
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