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ESISTENZA DI SOLUZIONI PER UNA EQUAZIONE DIFFERENZIALE
IN UNO SPAZIO DI BANACH

§ 1. INTRODUZIONE

Sia X uno spazio di Banach e consideriamo il seguente problema di Cauchy:

(1.1)

La sola ipotesi di continuitd per la f a secondo membro non & sufficiente
a garantire l'esistenza di una soluzione dell'equazione differenziale (1.1}
quando la dimensione dello spazio & infinita, come si pud vedere da numerocsi
controesempi (cfr, [9]). Tale cattiva proprietd di esistenza di soluzioni per
le equazioni differenziali in spazi di Banach, non & legata al tipo di spazic
di Banach considerato e Lasota e Yorke 1l'hanno evidenziato in un loro lavoro
del 1973, costruendo un controesempio in uno spazio che & addiritturs di Hil
bert.

Piuttosto, essa deriva dal fatto che la sfera unitaria di uno spazic a

dimensione infinita, non & necessariamente compatta.

Molti matematici come Lasota e Yorke [24], Vidossich [39], De Blasi e Myj
ak[16], hanno studiato che tipo di proprietd fosse quella di non-—esistenza di
una soluzione per la (1.1) e sono giunti alla conclusione che le f continue e
uniformemente limitate per cui la (1.1} non ammette soluzione, sono in un cer-—

to senso "poche". Il seguente risultato & quello stabilito da Lasota e Yorke:

- Sia X uno spazio di Banach ed U un sottoinsieme di IR x X contenente
(to,xo);‘denotiamo con M la sfera unitaria dello spazio (C(U,X) delle
funzioni continue e limitate e con r la metrica indotta da quella della
topologia’ della convergenza uniforme. Supponiamo inoltre che a >0 sia ta
le per ogni f €M, localmente lipschitziana, il problema (1.1) ha una s0
luzione almeno in [to, to+a]: tale a esiste certamente perchd se feM &
lipschitziana, si pud ripetere senza alcuna difficoltd il teorema di esi
stenza ed unicita di Picard della dimensione finita. Allora sussiste il

seguente teorema:
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Teorema 1.1. Denotiamo con N l'insieme di tutte le f&M per le guali il

problema di Cauchy (1.1) non ammette solugioni in [to, to+a]: N risulta

un insieme magro nello spazio (M,r).

Abbiamo giad osservato che 11 teorema di esistenza di Picard con f lip
schitziana, continua a sussistere negli spazi a dimensione infinita, e que
sto perché la dimostrazione sfrutta il metodo delle approssimazioni succes
sive e non proprietd di precompattezza degli insiemi limitati. Per genera-
lizzare il teorema di Peano, si sono invece prese due strade diverse: da un
lato si & dimostrata l'esistenza di una soluzione della (1l:1) con delle ipo
tesi di precompattezza sul condominio della f, in aggiunta alla continuita;
dall'aitro si sono fatte ipotesi di monotonia per la f. Si & visto infatti

che se X & di Hilbert ed f & dissipativa, cio& esiste M> O tale che
Re < f(t,x) - £(t,y), x+y> fjﬂlx—ﬁlz per ogni (t,x),(t,y) in [to,to+wa]x ¥

allora esiste una soluzione del problema (1.1). Partendo da questi due risul
tati, che possiamo definire classici, si sono sviluppati due filoni diversi:
il primo sfrutta le proprieta di compattezza della f mediante 1'uso dell‘'indi
ce di Kuratowki, l'altro sfrutta le proprietad di monotonia della f con l'uso

delle funzioni di Liapunov.

§ 2. CASO DELLA COMPATTEZZA

Preliminarmente diamo le seguenti definizioni:

Def. 2.1 Sia A un insieme limitato. Si dice indice di non-compattezza di

di Kuratowski di A, il seguente numero reale non negativo:

o(A) = inf{ 8 : esiste un ricprimento finito (Uj)

eT tale che diam}ji§~§

per ogni i€I}

Def.2.2 Sia I intervallo compatto di IR ed f : IxX=-X continua.

Diremo che f &ca -lipschitziana se esiste L> O tale che per ogni

sottoinsieme limitato S di X risulta:
a(f£(IxS)) < La(s)

Il primo risultato di esistenza di una soluzione della (1.1) che facesse



uso dell'indice di Kuratowski e non sfruttasse ipotesi di uniforme continui
ta, & dovuto ad un lavoro di Szufla del 1968 [36] nel quale si generalizza
un precedente risultato di Ambrosetti [ 1] . Il teorema di Szufla & il seguen

te:

Teorema 2.3 Sia R = [to,to+a] x By(x0) un rettangolo di ] x X e supponiamo

che f:R—=X sia ivi a~lipschitziana e limitata da una costante Mz_om Allora il

problema (1.1) ammette una soluzione nell'intervallo [ to,to+T], essendo

TS min { a,b/M} .

Osservazione 2.4 Il teorema 2.3 & una generalizzazione del teorema di esisten
za di una soluzione per una funzione lipschitziana perché una tale funzione &
anche banalmente o -lipschitziana. Inoltre esso generalizza anche il caso di

f continua a codominio precompatto, perché se il codominio di f & contenuto

in un compatto, per ogni insieme limitato S di X, 81 ha o(f{IxS))=0 e quindi

f & o -lipschitziana. Osserviamo che il teorema 2.3 si pud applicare anche
quando f & somma di una funzione compatta, cioé avente codominio precompatto,
fl ¢ di una funzione o - lipschitziana f2 . In questo caso infatti, per ogni

insieme limitato S di X risulta:

o (£(IxS)) = o (f (IxS) + £,(IxS)) < o (£, (IxS)) + a(f,(Ix8)) <
S oo(f, (IxS)) < Lo (8)

ciog f & ancora o -lipschitziana.

Oltre a Szulfa anche altri matematici si sono interessati alle stesso proble
ma, ottenendo risultati pill o meno equivalenti, come ad esempio Rzymoski nel
1971 [ 34 ] un risultato pil generale ottenuto indipendentemente da guello di
Szufla, é quello di Cellina del 1971 [ 7], nel quale si stabilisce un teorema
di esistenza di una soluzione facendo sulla f delle ipotesi simili a quelle

che precedentemente, erano servite ad Osgood per avere lfunicita:

- Sia R = [to,to+a] x Bb(xo) rettangolo di IR x X ed f:R-+=X.
Poniamo, per ogni e >0
L (e) = sup{ a(£f(IxS)/af(S) : SCZBb(XO)y a(S)>e}

Essendo I = [ to, to+a] , allora sussiste il teorema:



Teorema 2.5 Se f & continua nel rettangolo R ed ivi limitata da M e se inol-

tre risulta

f dEZ —. o
+eL{e)

0

allora il problema (1.1) ammette almeno una soluzione nell'intervallo [to,to+T],

dove T< min{ a, b/M} .

Osservazione 2.6 Il tecrema 2.5 generalizza il teorema 2.3 perche, infatti
gse f ea-lipschitziana, risulta che per ogni sottoinsieme limitato 5 di X, si

ha

o (F(IxS)) <« L
o (S) -

e percid per ogni €> 0, L(e) < L e quindi
.25 ="
+ eL(e
b (e)

Gli sviluppi successivi di questo filone, si sono avuti con le funzioni di ti-

po Kamke che erano giz state usate per provare teoremi di esistenza nell'ipo
tesi di uniforme continuita per la f (cfr. [ 22] ,[25]). Il primo a richiedere
solo la continuitd per la f & stato Pianigiani nel 1975 [31], il quale ha

stabilito il seguente risultato.

- Sia w:[0,a] xR --R_ una funzione di tipo Kamke cio& verificante le
seguenti proprieta:
(a) w(t,:) & continua per ogni t fissato;
(b) w(*,u) & misurabile per ogni u fissato;
(c) w(t,0) = O;
(d) 1'unica soluzione continua della disuguaglianza u(rﬂ%{a(syu(s))ds
0

soddisfacente alla condizione lim u(t)/t = lim u(t) =0 & u(t) =z ©
50 £30

- Sia R =[0,al x Bp(xo) rettangolo di IRxX; sussiste il seguente teorema:

Teorema 2.7 Se f:ReXverifica le seguenti condizioni:




(i) £(-, x) & misurabile per ogni x fissato;

(ii) f(t,-) & continua per ogni t fissato;

(i11) ||F(t,x) || < M:

(iv) per ogni sottoinsieme S di Bb(xo) e per quasi ogni t€[ 0,T]

con T = min { a, b/M} , risulta:

lim (x(f(lt, x 8)) < w(t,a (S))
§+0 0 -

essendo I 4 = (t=6t +8);

Allora esiste almeno una soluzione del problema (1.1) di punto inizia

le (0,x) definita in [0,T].

Osservazione 2.8 1I1 teorema 2.5 si ottiene da questo prendendo o (t,u) =

.

uL(u) con j' du/ul(u) =® ed essendo L(u) la funzione definita nel teo

rema 2.5, Anchg il teorema 2.3 si pud dedurre direttamente da questo, pren

dendo w(t,u) = Ku con K>0.

Successivamente anche Szufla [37], ha affrontato il problema dell'esistenza

di una soluzione per la (1.1) mediante 1l'uso delle funzioni di Kamke. Il suo

risultato del 1978, contiene vari criteri di esistenza per la (1.1) tra cui

una generalizzazione del teorema 2.7 ottenuta con un metodo diverso. T1 risul

tato & il seguente:

Siaw: [0,d] x R _-R, con d<a una funzione di tipo Kamke, verifican

te le seguenti proprieta

(a) w(t, « ) continua per ogni t fissato;

(b) w (., u) misurabile per ogni u fissato;

(C) w(t,0) =0

(d) 1l'unica funzione assolutamente continua in [0,d] che soddisfa alla
Cisuguaglianza u'(t) < w(t,u(t)) quasi ovunque in [0,d] e tale che
u(0) = 0 & u(t) = 0;

sia R =[0,a] x B (x0) rettangolo di R x X e sia m: [0,a]-IR, una

-+

funzione integrabile tale chej~ m(s) ds<b , essendo d lo stesso

. . 0]
di cui sopra;

allora sussiste il seguente teorema:



-6 -

Teorema 2.9 Sia f:R—=X verificante le seguénti ipotesi:

(i) f(t,*) & continua per ogni fissato t;

(ii) f(°,x) & misurabile per ogni fissato x;:

(ii1) |If£(t,x)||< m(t) per ogni(t,x)€ R;

(iv) per ogni sottoinsieme S di Bp(xo) e per quasi tutti i

te [0,d] , risulta
lim o(f([t,t+r ] x S)) < w (£, a(S))
5.0 -

Allora esiste almeno una soluzione del problema (1.1) di punto

iniziale (0,x0), definita in [0,d]

Osservazione 2.10 Il teorema 2.9 generalizza il teorema 2.7. Infatti alla
funzione di Kamke del teorema 2.9 non & richiesto di essere infinitesima nel
l'origine di ordine maggiore o uguale ad uno, inoltre la (iii) del teorema

2.9 & verificata banalmente per m(t) = M per ogni t.

Se la funzione f che compare nel teorema 2.9 & continua, si possono ottenere

risultati pit forti;

- Supponiamo che la funzione di Kamke verifichi le condizioni (a) e (b)
del teorema 2.9 e le seguenti:
(c') per ogni insieme limitato Z di [0,d] x R, , esiste una funzione
m, definita in (0,d] e integrabile in[c,d] per ogni c¢c>0 piccolo, tale
che w(t,u)<m,(t) per ogni (t,u)e€ z;
(d') per ogni ce(0,d), la funzione identicamente nulla & l'unica funzio
ne assolutamente continua in [0,c]che soddisfi alla relazione

u'(t) =w(t,u(t)) quasi ovunque in[0,c] e tale che D+u(0) = uf(0) =0

Teorema 2.11 Se la funzione f & continua e limitata nel rettangolo

R = [0,a] x By(xo), a>d, e se, per ogni sottoinsieme S di By (X0) e per quasi

ogni t€[0, d] , risulta

lim a(£([ t, t+r] xS ) )<w(t ,al(S))
0

allora esiste almeno una soluzione definita in [0,d], del problema (1.1) di

punto iniziale (0,xo0)




Teorema 2.12 Nelle ipotesi del teorema 2.11, se d<1 e se risulta

l£g+a(f([t,t+r]x S))X a(S)/t per ogni te[0,d] e S By (x0)
P Al

1im;x(f([t,t+r]xf§)) = o(e~1/Y+2) per t+ 0 uniformemente e per
~0
SCBr(xo);

allora esiste una soluzione del problema (1.1) di punto iniziale (0,xo),

Teorema 2.13 Con le notazioni dei teoremi precedenti, sia f:R—=X continua

e limitata; siano verificate inoltre le seguenti condizioni:

(i) supponiamo di avere una funzione w(t,§) tale che per ogni ¢> 0 suf-

ficientemente piccolo t—w(t, 8 ) sia continua e non decrescente

in §< t <d;

(41i) sia r—eg(r) una funzione continua e non decrescente per r> O;

(ii) per ogni funzione 6 — q(38) infinitesima nell'origine,non c'd al-

cuna costante positiva k tale che la disuguaglianza

fai-k ds < w(d, 8) —w(s,8)

L +sq()8(s)

valga per ogni e,8> 0.

Allora, se, per ogni § >0 sufficientemente piccolo, per quasi tutti i tel s,d]

e per ogni sottoinsieme S di Bp(xo) risulta

%}8 Fx(f [t,t+r]x8)) <w(t, § ) glalS))

il problema (1.1) di punto iniziale (0,x0), ha una soluzione definita in[ 0,d]

Osservazione 2.14 Il vantaggio dei teoremi 2.11, 2.12, 2.13 & quello di permet
terci di considerare classi sempre pit grandi di funzioni tipo Kamke. Per esem
pio la funzione w(t,r) = r/t verifica le ipotesi del teorema 2.11, ma non quel
la del teorema 2.9. La funzione wl(t,r) = r/t2 non verifica le ipotesi del teg

rema 2.11,ma soddisfa quelle del teorema 2.12, mentre le funzioni

6-1
w(t,r) = §t ¢ con 0<¢§ < t<d
w(t,r) = rd/tP con 0<§< t<d, q>1, 0<p<gq , p# 1
r
w(t,r) = (e ~1)/e'1 con 0<8< t< d

verificano le ipotesi del teorema 2.13, ma non quelle dei teoremi precedenti.



I1 teorema 2.9 & stato recentemente generalizzato da Ricceri[BB], nel seguen
te modo:
- Sia w:[to,to+d] xﬁ{k—»lﬁ+ una funzione verificante le seguenti condi-
zioni:
(a) per ogni‘te[to,to+d] e per ogni u,e;0 € IR+ non nulli esiste
Telu,u + o] tale che w(t,T) < w(t,u) +e ;
(b) 1'unica funzione reale non negativa ed assolutamente continua in
[to, to+d] che si annulla in to e che soddisfa alla relazione Jut (£) |

e quella identicamente nulla in [ to,to+d ]

Indichiamo con R il solito rettangolo di TR x X uguale a [ to,to+a ] x Bp(Xo)
e supponiamo che il d di cui sopra, sia in [o,a] . Sia m:[togto+a]~ﬂR una

funzione sommabile tale che

to+d
j' mc&ﬁﬁi b
to ‘

t
essendo c€ {0,1} fissato ed m (t) = m(t) exp (ej; m(t)dt) per t€ [to,to+a]
: c

. . o]
Sussiste il seguente teorema:

Teorema 2.15 Sia f:R—X verificante le seguenti condizioni:

(1) f£(-,x) & misurabile in [to,to+alper ogni x fissato;

(ii) f£(t,*) & continua da Bp(x,) in X munito della topologia debole per ogni

t fissato;

(1i1) ] £(t,x) || <m(t) (l+c|lx-x5]]) per ogni (t,x) €R.

Supponiamo che esista un insiemef‘cﬂto,to+d] di misura nulla ed un numero

020 tali che, per ogni fissato t € [ to,to+d[ - I' e per ogni fissato
t_ +d

Sclx e X ![lx~xo|E[ O+H1C(I)dr}verificante la relazione 0 < a(S) < p, esi
t

ste una funzione A(h? definita in]O,to+d—t] , a valori nella famiglia dei

sottoinsiemi misurabili di [to,to+d] tale che:

(1) A(n)clt,t+h ] per ogni h € 10, to+d-t ]

(IT) f(A(h)xS) & un insieme limitato per ogni he | 0, to+d-t ]

(ITI) 1im inf h=1[ p (A(h)) o (F(A(h)xS) + 2j mC(T)de_ w(t,al(S))
hs0% [t,t+h]—A(h)

Allora il problema (1.1) ammette almeno una soluzione nell'intervallo

[to,to+d]
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Osservazione 2.16 confrontando le ipotesi del teorema 2.9 e del teorema 2.15
¢ immediato osservare che quest'ultimo & pill generale. La generalizzazione
non & solo formale, ma reale; infatti & possibile costruire degli esempi,
piuttosto elaborati, in verita, di funzioni che soddisfano le ipotesi del
teorema 2.15 e non quelle del teorema 2.9 (cfr. [33]). Si intuisce che tra
tali funzioni ci possono essere, ad esempio, alcune per le quali f(t,t+h]xS)
non & limitato. Un altro recentissimo risultato per le équazioni differenzia
1i ordinarie negli spazi di Banach & dovuto a H.Midnch e G.F.von Harten [30].
Il tipo di risultato, cosl come i metodi usati, sono piuttosto diversi da quel
1i dei teoremi precedenti, anche se si sfruttano gli indici di non-compattez
za. 3i rifanno principalmente a precedenti studi di Deimling [19. Oltre al-

l'indice di Kuratowski si usa 1'indice di Heusdorff, cosi definito:

Def.2.17 $Si definisce indice di non compattezza di Haqusdorff il seguente nu

mero reale non negativo, definito per ogni insieme limitato di S di X:
B(S) = inf{ >0 | S si pud ricoprire con un numero finito di sfere di rag

gio e}

Osserviamo che risulta 8 (S) < o (S) < 2g(S), per ogni sottoinsieme S limita

to di X. Introduciamo le ulteriori seguenti definizioni:

Def. 2.18 Uno spazio di Banach X si dice debolmente compatto generato, o pil

brevemente W.C.G., se esiste un insieme debolmente compatto KX tale che lo

spazio lineare generato da K sia denso in X.

E§£; 2.19 Una funzione w:(O,a] X IR+—¢-IR+ si dice di classe U se verifica
le seguenti condizioni:
(i)  w(t,r) & misurabile in ti per ogni fissato p € IR,;
(ii) w(t, ) & continua in p per ogni fissato te (0,al ;
(iii) per ogni g >0 e per ogni intervallo compatto JO = (0,a] esiste
hDEIJ(JO), tale che:

| o (t,e)|<n (t) in  J, x[0,0,]

e}

(iv) per ogni €>0 esiste $>0 ed una successione (ti) con t, +0%, tali
i
che la soluzione massimale py dip'= wi{t,p), p(ti) =6 +t; esiste in

[t ,a] ed ivi soddisfi alla relazione p;(t) < €.
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Osservazione 2.20 Ogni spazio riflessivo & W.C.G. e cosi pure tutti gli spa
zi separabili. Alla classe di funzioni U appartengono funzioni che verificano
delle particolari condizioni che solitamente servono per provare 1'unicita,

come quella di Lipschitz, di Nagumo, di Osgood.........

Con le notazioni delle definizioni precedenti, sussite il seguente teorema:

Teorema 2.21 Sia R =[0,al x By (xo), rettangolo di R x X ed f:R—X verifican-~-

te le seguenti condizioni:

(i) £ & continua;
(ii) ||f(t,x)]] £ M per ogni (t,x) ER;

(iii)esiste :[0,a] x R,~1R, tale che,per ogni ScBp(xy) e per

ogni te0,al], risulti:

v (£(t,8)) 2 w(t,v(s))

Allora il problema (1.1), di punto iniziale (0,x,), ha una soluzione in[O,ﬂ‘

con T<min{ a,b/MInei seguenti due casi:

(I) se X @ W.C.G., Y =B e w €U

(ITI) se X & qualunque, ma Y =@ o Y=B e 20w U

§3. CASO DELLA DISSIPATIVITA'

Come abbiamo giad osservato, se lo spazio & di Hilbert ed f & dissipativa,
allora, esiste una soluzione del problema (1.1) e questa & addirittura unica.
La questione dell'estenzione di questo risultato aveva una duplice difficolta:
alleggerire le ipotesi sulla f, ed allargare i risultati anche a spazi che fos
sero anche solo di Banach. ci sono percid delle gifficoltd nell'ordinare e
confrontare i risultati stabiliti, a causa della loro eterogeneitd,R.H.Martin
ha stabilito molti risultati in questo campo: il seguente[ZB], risale al 1970
e affronta un problema di Cauchy autonomo. A tale scopo introduciamo alcune
notazioni:

- Se X & uno spazio di Banach ed x e y due suoi elementi, denotiamo
F : X —=2%" 1a multiapplicazione definita F(x) = {x*g X*l <x¥ x> =
1x11% = 11x*1|2} e poniamo (x,y), = supl<y*,x>, y* e F(y)} , (x,yl =

= inf { <y*,x> ,y* € F(y)} . Se f:X—X, poniamo Du[x,y,fl=



= (f(x) - f(s), x-y)+ ed osserviamo che risulta D+ [x,y,f]

f(y) | /h

= %&n&i(llx—ym(f(x) -

- Sia o:R =R verificante le sequenti condizioni:
(a) o & continua, o (0)=0 e ¢(t,0)=0 per ogni te[0,») & 1'unica so

luzione dell'equazione differenziale y'= a(y) tale che $(0,0)=0.

(b) per ogni p>0 la soluzione massimale ¢ (-,p) di y'=u{y) tale che

#(0,p)=p , esiste in [0,»).

Teorema 3.1 Supponiamo che a e ¢ verifichiamo le ipotesi (a) e (b) e che

f:X =X verifichi le condizioni seguenti:

(i) £ & continua in X;

(i1) D— [x,y,f]< a(|]x=y]|) per ogni x e y in X.

Allora per ogni X5 di X esiste una soluzione del problema (1.1) di punto ini-

ziale (0,xq).

Martin ha anche stabilito degli interessanti legami tra gli operatori non

lineari del tipo considerato e i semigruppi, [ 29].

Teorema 3.2 Sia D un sottoinsieme chiuso di X, £:D = X verificante le seguen—

ti condizioni:

(i) £:D—X continua;

(ii) %i8+;nf d(x+h f(x),D)/h = 0 in D;

(iii)esiste w € R tale che D-[ x,y,f] < v x-yl|, per tutti gli x e y

in D.

Allora f & il generatore infinitesimale di un semigruppo non lineare{ S¢(t)}

tale che, per ogni x, € D, l'applicazione t=>Sp(t)x, & 1l'unica soluzione in

[0,=) del problema di Cauchy (1.1) di punto iniziale (0,xg).

In un lavoro del 1972 scritto con Lovelady, Martin [27] esamina il caso non

autonomo:
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Teorema 3.3 BSia f:[O,m) x X =X e p;[O,“) - IR una funzione continua. Suppo -

niamo che siano verificate le seguenti condizioni:

(i) £ & continua;

(ii) (£(t,x)=-f(t,y),x=y) < o(t)||x-y|| per ogni (t,x,y ) € [0,2)x X x X

Allora per ogni x5 € X ¢'@ un'unica soluzione del problema (1.1) di punto ini-

ziale(0,xs), definita in tutto [0,®).

Questo tipo di problema & stato studiato anche da altri matematici; il risulta
to seguente & dovuto a Vidossich [40], nella versione che ne ha dato Deimling

nel suo libro del 1977 [19]:

- Denotiamo con U la classe di tutte le funzioni o :(0,a] x R - IR. veri
ficanti la seguente proprieta:
(a) per ognie>0 esiste 8> 0, una successione tj » 0" ed una successione
di funzioni continue %{:[ti,a] —»IR+ tali che:
(1) e 4(t3) 2 8 t5, D™ e (t) > w(t,pi(t)) 0<pi(t)<e in (t;,al;

(ii) D7pi(t) > w(t,pi(t)) +6; per qualche §;> a

Teorema 3.4 Sia R = [0,alx Bb(xo) rettangolo di R x X ed f:R—X verificante

le seguenti condizioni:

(i) f continua;

(ii) |If(t,x)]] £ M per ogni (t,x) €R;

(111) (£(t,x)-f(t,y),x-y)r < o, |x=yl)lIx-y ||, per ogni (t,x), (t,y)

€ R e con weu*

allora,se T < min{a,b/M} il problema (1.1) di punto iniziale (0,xo) ha una

unica soluzione in [O,T].

Osservazione 3.5 La classe di funzioni U" & una classe di unicita, come quella
introdotta nella definizione 2.19. Ad essa appartengono le funzioni che verifi
cano la condizione di Lipschitz, di Nagumo ecc..... La proprietd (a)-(i) &
strettamente legata all'unicitd della soluzione, mentre la (a)-(ii) & legata

all'esistenza della soluzione.

I teoremi precedenti valgono in ogni spazio di Banach, anche se complesso se si



- 13 -

si fanno le opportune modifiche nel semiprodotto scalare interno. Se lo spa
zio & a duale uniformemente convesso, sussiste un risultato del 1972 di Cel
lina [8], nel quale si dimostra un teorema di esistenza per perturbazioni
compatte di trasformazioni dissipative, 1'analogo del teorema 2.3 di esisten

za di una soluzione per perturbazioni compatte di funzioni lipschitziane.

Def.3.6 Sia X uno spazio di Banach a duale uniformemente convesso e j:X-ﬂ»X%
tale che j(x) € F(x) per ogni x€ X ed essendo F(x) l'applicazione di dualita
in X; sia SCX limitato e U un intervallo di R; diremo che f:IxS~+X & a-~dis
sipativa se per ogni e> 0 esiste un ricoprimento finito di IxS,{Uj} jgrtaleche

<Glxp=x5), £t1,%1) - £toxp)> < e

per ogni coppia (tq,xq) (tz,xz)'appartenenti allo stesso elemento ddel rico

primento.

Teorema 3.7 ©Sia X uno spazio di Banach a duale uniformemente convesso,

R = [O,a] X Bb(xn) rettangolo di IR x X ed f:R—+X verificante le seguenti

condizioni:

(i) f continua;

(ii) f o -dissipativa;

(iii) ] f(t,x)|] < M per ogni (t,x)€ R;

Allora esiste almeno una soluzione del problema di Cauchy (1.1) di punto ini-

ziale (0,xg) nell'intervallo [ 0,T|, essendo T <min { a,b/4M}.

Osservazione 3.8. Il teorema 3.7 si discosta nettamente dai teoremi richia

mati précedentemente, perché nella dimostrazione si sfruttano metodi completa
mente diversi, come l'indice di non compattezza; inoltre il risultato vale
negli spazi di Banach a duale uniformemente convesso, allo scopo di avere la
dualita F uniformemente continua negli insiemi limitati, e riguarda solo 1'e
sistenza di almeno una soluzione Come risultato di sola esistenza, & pid for

te del teorema 3.4, in quanto la (iii) di tale teorema & banalmente verifica

ta con W= 0 se f & a~dissipativa.
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I1 risultato di Cellina & stato generalizzato nel 1975 da Li [25], il quale

introduce il concetto di applicazione G—lipfdissipativa nel seguente modo:

Def.3.9 8Sia R =[O?a] x Bp(xg) rettangolo di R x X e sia f:R—X. Diremo che

f & a-lip-dissipativa se esiste L 2> O tale che, per ogni € > O, esiste un ri

coprimento finito 1Uj}; e7 di R tale che
<E(ty,x1)-F(to,x0), jlxi-x2)/llx1-x21]> 2 Lllxy - xo]| + ¢
per ogni coppia di punti (t1,x1),(t2,x2) appartenenti allo stesso elemento

del ricoprimento, con xj # Xo.

Osservazione 3.10 Se abbiamo una funzione 0 -dissipativa, questa risulta anche
o-lip-dissipativa con costante L=0.
Sussiste pertanto il seguente risultato, che, per quanto ora osservato, & una

generalizzazione del teorema 3.7.

Teorema 3.11 Sia X uno spazio di Banach a duale uniformemente convesso ed

f:R—+X verificante le seguenti condizioni:

(i) £ & continua;

(ii) f & a-lip-dissipativa;

(iii) || £(t,x)|| £ M per ogni (t,x) € R;

Allora esiste una soluzione del problema (1.1) di punto iniziale (O,xo), nel

1'intervallo [ 0,T], essendo T < min {a, b/4M}.

Osservazione 3.12 Si pud provare che le seguenti due condizioni sono equiva
lenti:
() <f(ty,x%) = £(t2,%2),y(xq,%x2)/ || x1-%5[1> < Lllxy-xp|| per tutte le

coppie (t1,x%1), (to,x5) di R, con x1¥ X5
(b)  D-[x71,xp,f]< Ll|lxy - x2]|.

Questo ci dice che, localmente, per il caso in cui g (||x~y||)= L||x-y|],il teo

rema 3.11 & una generalizzazione del teorema di Martin 3.1.

I seguenti risultati sono ancora dovuti a Li e, nel caso in cui f sia unifor
memente continua, migliorano i precedenti, perché non si richiede che lo spa

zio sia a duale uniformemente convesso.

- Sia w una funzione di tipo Kamke in [O,aa, cioé
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- (a) w: [0,a] x R,—R, misurabile nella prima e continua nella seconda

variabile;
(b) w(t,0)=0

(c) u (£)=0 & 1'unica soluzione continua della disuguaglianza

T
u(t)< J[ w(s,ul(s))ds

o

per cui lim u(t)/t esiste ed & zero
t+ot

Teorema 3.13 Sia R = [0,a] x Bp(x,) rettangolo di R x X e sia f:R—=X verifican-

te le seguenti condizioni:

(i) f & uniformemente continua in R;

(ii) || £(t,x) || £ M per ogni (t,x) € R;

(iii) esiste una funzione Kamke w tale che, per ogni S C Bp(xy):

o((I-hf)(t,s)) 2 a(S) - hw(t,a(S)) per ogni t€[0,a] essendo

h > 0;

Allora posto T £ min {a, b/M} il problema (1.1) di punto iniziale (0,x.) ammet-

te almeno una soluzione in [0,T]

Osservazione 3.14 Ogni funzione a~lip-dissipativa, soddisfa la(iii) del teore

ma precedente, per cuisussisite il seguente corollario:

Corollario 3.15 sia f:R—X verificante le (i) e (ii) del teorema 3.13. Suppo-
niamo che verifichi inoltre la (iii) f & a-lip-dissipativa. Allora posto
T < min {a,b/M} , esiste almeno una soluzione del problema (1.1) di punto ini

ziale (0,x,) definita in [O,T].

Gli ultimi studi sull'esistenza di soluzioni per il problema (1.1) sono orientati
a considerare dei secondi membri che siano somma di una parte dissipativa, nel
senso di Martin come dalla (ii) del teorema 3.3, e di una parte che abbia pro
prietd di compattezza. Il seguente recentissimo risultato & dovuto a Schechter

[35] e considera proprio un problema di gquesto tipo:

— Consideriamo il seguente problema:

x'=f(t,x) + g(t,x)
(3.1)

x(0) =Xq
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in uno spazio di Banach X.

Teorema 3.16 Sia D un sottoinsieme localmente chiusoc di X e sia xp€D. Sia-

no f e g funzioni del tipo di Caratheodory; cio& misurabili nella prima va-

riabile e continue nella seconda, da R x D in X e sia P :IR==IR una funzione

localmente integfabile. Supponiamo inoltre che siano verificate le seguenti

condizioni:

(1) (Flt,x)-f(t,y),x-y)L < p(t)||x-y|| per ogni (t,x,y) di R x D‘x D;

(ii) il condominio di g & relativamente compatto;

(iii) per ogni (t,x,y) € R x D x D

lig inf d(x+e f(t,x) +¢ g(t,x),D)/e= 0
e

Allora esiste una soluzione del problema (3.1) in[0,T] dove T=T(xy) >0. Inol-

tre T=+» gse D & chiuso.

I1 seguente teorema, pur essendo un caso particolare del teorema precedente,

sembra pit significativo:

Teorema 3.17 Con le notazioni del teorema precedente, siano f:IR x X—X e

g 1R x X—+X delle trasformazioni che, insieme risultano continue. Supponiamo

che f e g verifichino rispettivamente la (i) e (ii) del teorema 3.16. Allora

il problema (3.1) ammette soluzioni in [0, =).

§ 4 PROLUNGABILITA'DELLE SOLUZIONI

Una delle questioni pit importanti connesse con lo studio dell'esisten
za di soluzioni di una equazione differenziale & il problema della loro pro
lungabilita. Si intuisce infatti che, per ogni problema sia fisico che mate
matico, & essenziale sapere fino a quando pud esistere la soluzione. Quando
la dimensione dello spazio & infinita? non vale il classico teorema di pro-
lungabilita ed & possibile costruire dei controesempi di equazioni differen
ziali in cui la soluzione esiste in un intervallo del tipo [ ty,to+ 6] & ivi
limitata, ma non ammette limite per ¢t — 0% (cfr.[23]). La causa di questo

fenomeno & nel fatto che le funzioni continue, nella dimensione infinita,
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non trasformano limitati in limitati, percid dalla limitatezza di x, non segue la
limitatezza della derivata e quindi la possibilitad di prolungare la soluzione. Sa
ra possibile prolungarla, invece, tutte le volte che si riescono ad effettuare del
le maggiorazioni a priori sulle x' come ad esempio quando si hanno delle ipotesi
sulla crescita di f. Tra i primi risultati di prolungabilitd di una soluzione c'@
quella di Corduneanu [12] del 1957. Le seguenti proposizioni sono tratti da tale
lavoro e si riferiscono al caso in cui si consideri il problema (1.1) con f unifor

memente continua a condominio precompatto.

Teorema 4.1 Condizione necessaria e sufficiente perché una soluzione x(t) sia pro-—

lungabile in [to,t1] & che il suo grafico sia un ©-insieme ciod abbia distanza po—

sitiva dalla frontiera dell'insieme in cui & contenuto.

Teorema 4.2 Condizione necessaria e sufficiente perchd la soluzione x(t) per

t:e[tO,T], sia saturata, & che il suo grafico sia un insieme non limitato oppure

che contenga punti a distanza arbitrariamente piccola dalla frontiera dell'insie-

me a cul appartengono.

Teorema 4.3 BSia x(t) una soluzione saturata del problema (1.1) definita in [tOLE]

i punti limite (t,x(t)) per tE€T sono sulla frontiera dell'insieme a cui apparten —

gono, oppure sono all'infinito in IR x X.

Il problema dell'esistenza globale di una soluzione & stato esaminato da Martin
nel 1970, infatti il teocrema 3.1 & un teorema di esistenza globale della soluzio
ne quando f & dissipativa. Del 1975 & il lavoro di Cellina e Pianigiani [10] nel
quale si forniscono delle condizioni sufficienti per la prolungabilitad di una so-

luzione per il problema

x' = f(x)
(4.1)
x(O):xO

essendo f una funzione continua in un aperto £ di X.

Teorema 4.4 BSia f:$% —X continua e verificante le seguenti condizioni:
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(i) per ogni xo € 2 il problema (4.1) ammette una soluzione locale a

destra;

(ii) ad ogni a -insieme UC® si possono associare due numeri 8 =8§(U) e

M=M(U), tali che se x e y sono in U e ||x-y|| <6, allora

inf{ <f(x)-f(y), j > :j€F(x~y) } < M essendo F(x) la dualita in x.

Allora

(I) per ogni x,€ @ esiste una soluzione del problema (4.1) saturata a

destra, definita in [O,w);

(IT)_se® <+« allora esiste una successione tp+ wtale che o ||x(ty)|| » +w

oppure d(x(t,), a9 )+ O.

Teorema 4.5 Nelle ipotesi- del teorema precedente, se §=6(U) e M=M(U) esistono

non solo per gli o -insiemi, ma per tutti gli insiemi limitati, allora la(II) puo

essere migliorata:

(IT') se w <+» o esiste una soluzione t, +w tale che x(ty) |l * @ ,oppure

lim d(x(t), 3 ) =0
trw

Osservazione 4.6 Il teorema 4.5 generalizza i precedenti risultati di Corduneanu
e Martin. Infatti se f & uniformemente continua sugli o -insiemi chiusi, allora
la condizione (ii) & verificata; analogamente, se f & dissipativa nel senso di
Martin come nella proposizione 3.1,1a (ii) & ancora verificata. Anche le funzio

ni completamente continue verificano la (ii).
Teoremi di esistenza globale sono stati dati da altri autori come ad esempio
Vidossich [40] e Deimling [ 19]. La versione dei seguenti teoremi & quella data da

Deimling nel suo libro del 1977:

Teorema 4.7 Sia X uno spazio di Banach e J=[O,a) con a<e : gia f:J x X=X

continua e soddisfacente le seguenti ipotesi:

(i) il problema (1.1) di punto iniziale (%j,x;) ha una soluzione locale

in t > %y per ogni (t;,x1) € [ 0,a) x X;

(i1) (£(t,x),x)_ < w(t,||x|) x|l in J x X, essendo ® :J x R, - R




continua e tale che la soluzione massimale p” di p'= w(t,p), p(0)=

=||x,ll esista in J e sia nonnegativa;

(iii) f trasforma limitati di J x X in limitati.

Allora il problema (1.1) di punto iniziale (0,xp), ha una soluzione in J.

Teorema 4.8 Con le notazioni del teorema precedente, se f:X—=X & continua ve-

rifica

(£(0)-F(y),x=y) < o (|[x=yl|) |x=yl]

dove w : R, = IR & continua tale che p *(t) = 0 & la soluzione massimale del

problema p ' =w(p), p (0) =0, allora il problema (1.1) ha un'unica soluzione in

J per ogni XOQLE'

Teoremi di esistenza globale sono anche i recenti risultati di Schechter che

abbiamo richiamato nei teoremi 3.16 e 3.17.

ESISTENZA DI SOLUZIONI PER UNA INCLUSIONE DIFFERENZIALE
IN UNO SPAZIO DI BANACH

§ 5 CASO MULTIVOCO: DIMENSIONE FINITA

Supponiamo che X sia uno spazio di Banach di dimensione finita, diciam

X =1R", e consideriamo il seguente problema di Cauchy

x'e f(t,x)
(5.1)

essendo F una multifunzione definita in un sottoinsieme di IR x X, a valori

nell'insieme delle parti non vuote di X.

Per comodita converremo di denotare con:

- K(X) i sottoinsiemi compatti non vuoti di X:

- Cv(X) i sottoinsiemi chiusi convessi non vuoti di X;

- CvB(X) i sottoinsiemi chiusi convessi limitati non vuoti di X;

- CvK(X) i sottoinsiemi convessi compatti non vuoti di ¥x.
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I primi risultati di esistenza di soluzioni per il problema (5.1) sono stati
stabiliti con la F a valori almeno chiusi e convessi. Per quanto riguarda le
altre proprieta richieste alla F per assicurare l'esistenza di una soluzione,
bisogna distinguere i due casi in cui F & semicontinua inferiormente o F & se
micontinua superiormente. Il primo caso & il pili semplice, in quanto la semi-
continuita inferiore & strettamente legata all'esistenza di una soluzione con
tinua e questa all'esistenza di una soluzione, grazie al teorema di Peano. Sus

siste infatti il seguente teorema:

Teorema 5.1 Sia @ aperto di R x RY contenente (tgsxo) ed F:Q—=Cv(RR") semicon-

tinua inferiormente. Allora esiste almeno una soluzione Cl del problema (5.1).

Se si suppone che F sia semicontinua superiormente, l'esistenza di una soluzio
ne & meno immediata. Il primo risultato a tale riguardo & di Plié del 1965 [32]

ed & contenuto nel seguente teorema, rielaborazione di Castaing [ 5] :

Teorema 5.2 Sia 2= [0,a] x A, con A aperto di RY; F :Q —Cvk(R") verifican—

te le seguenti condizioni:

(i) F(t,-) & semicontinua superiormente in A per ogni t fissato;

(ii)F(-»x) & misurabile in [0,a] per ogni x fissato;

(iii) esiste una funzione g : [0,a] =R integrabile, tale che ||u]|< g(t)

per ogni u € F(t,x) con (t,x) € Q .

Allora se M« A & tale che

tl ]
‘[ g(s)ds < d(M, 3A) con ty opportuno in [0,a]
0]

esiste per ogni x_ € M una soluzione del problema (5.1) di punto iniziale (0,xg)

definito in [0,tq.

Con l'introduzione del concetto di trasformazione localmente compatta, cioé ta
le che per ogni punto si pud trovare un suo intorno la cui immagine sia in un
compatto, si pud stabilire il seguente teorema, il quale vale anche se X & di

Hilbert, a dimensione infinita:
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Teorema 5.3 Sia & € IR x X aperto contenente (0,%x0), ed F : @ — Cv(X) verifi-

cante le seguenti condizioni:

(i) F & semicontinua superiormente;

(ii) (t,x) = m(F(t,x)) & localmente compatta, essendosi indicata con m

la selezione minimale.

Allora esiste T > 0 ed esiste una soluzione del problema (5.1) di punto inizia-

le (0,x5), definita in [0,T];

Osservazione 5.4 Se X = IR™ ed F a valori convessi compatti non vuoti (i)=gyid).

Se consideriamo il caso in cui F sia a valori non necessariamente convessi, al

lora la questione dell'esistenza di una soluzione diventa pit complessa. Filip

pov & stato il primb a studiare questo problema dapprima in ipotesi di lipschit
zianeita [ 22], poi in ipotesi di sola continuitd per la F [21]: la soluzione

viene costruita in questo caso, attraverso le poligonali che 1'approssimano.

Teorema 5.5 Sia 2CR x IR' aperto contenente (O,xo) ed F : @=K(R") continua.

Allora esiste T >0 ed una soluzione del problema (5.1) di punto inziale (0,x%4)

definita in [0,T].

L'esistenza di una soluzione del problema (5.1) pud essere provata per altra
via mediante 1'uso del teorema di punto fisso. Il seguente risultato di Antosie

wicz e Cellina [2] & del 1974:

Teorema 5.6 Sia R = [0,a] x Bp(0) rettangolo di IR x R e sia F:R—=K(TRD) veri-

cante le seguenti condizioni:

(1) F(-,%) & misurabile in [0,a] per ogni fissato X €Bp(0);

(1i)F(t,-) & continua in B,(0) per ogni fissato t € [0,a];

(iii){]F(t,x)]|< M per ogni (t,x) € R;

allora esiste T> 0, T<min{ a,b/M} , ed una soluzione di punto iniziale (0,0)

del problema (5.1) definita in{ 0,T].

Questi risultati sono stati migliorati recentemente da Lojasiewicz [26] e da

Bressan [4], i quali hanno mostrato che & possibile stabilire 1'esistenza di
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una soluzione, anche nel caso in cui F sia solamente semicontinua inferiormente:

Teorema 5.7 Sia 2R x IR aperto contenente (to,xp) e sia F:Q=-=K(IR1) semicon~-

tinua inferiormente. Se T & tale che [to - T, to +T] x {x, + TMBq(0)}=® ed ivi

IF(t,x)]|< M,allora esiste una soluzione al problema (5.1) in [tO-T,tO+T] .

Osservazione 5.8 In effetti i risultati dei teoremi 5.6 e 5.7, non sono confron

tabili perché in uno sichiede che F sia una funzione di Caratheodory in (t,x),e
nell'altro che sia semicontinua inferiormente e queste proprieta non sono in re
lazione fra loro. Il teorema 5.7 generalizza certamente il teorema 5.5. Oltre a
questi risultati,@ importante ricordarne un altro, piuttosto diverso perche, in
vece di ridurre le ipotesi sulla F e assicurare 1l'esistenza di una soluzione, au
menta le richieste per la soluzione. Consideriamo il problema (5.1) autonomo, al

lora:

Teorema 5.9 Sia & cR" aperto, F:Q - K(IR"), assolutamente continua. Se XoEQ

e VoEF(x,) esiste T >0 ed una soluzione ¢l in [-T,T] , del problema

§ 6 CASO MULTIVOCO: DIMENSIONE INFINITA

Ben poco & stato fatto in questo campo, e questo percheé alle difficoltd pro-
prie del multivoco, si aggiungono quelle dovute alla dimensione infinita. Come
nel caso univoco anche qui non vale il teorema di esistenza di una soluzione quan
do F sia solo continua. I controesempi del caso univoco, del resto, ce lo dimostra
no e, volendo, partendo da essi, se ne possono costruire altri propriamente multi
voci (cfr. [17]). Si pud vedere anche nel caso multivoco, che la proprieta di esi
stenza di una soluzione del problema (5.1) & una proprietd generica nello spazio
delle multifunzioni continue e uniformemente limitate. Tale risultato, che & stato

provato solo nel caso in cui X & di Hilbert, & dovuto a De Blasi e Myjak [17].
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- Sia X uno spazio di Hilbert ed U un aperto di IR x X. Indichiamo con
C(U,CvK(X)) (risp: C(U,CvB(X)) lo spazio delle multifunzioni F:U—=CvK(X)
(risp: F:U-=CvB(X)) continue e uniformemente limitate, munito della me-—

trica
p(F,G) = sup {a (F(t,x), G(t,x)):(%,x) €U}

Allora con queste notazioni, sussiste il seguente teorema:

Teorema 6.1 L'insieme di tutte le multifunzioni F € C(U,CvK(X)) (risp:

C(U,CvB(X))),per le quali il problema di Cauchy (5.1) non ammette soluzione,

€ un insieme magro in (C(U,CvkK(X)), o) (risp: (C(U,CvB(X)),p)).

Anche nel caso multivoco come nel caso univoco, ci sono dei risultati che si poOS~—
sono generalizzare dalla dimensione finita a quella infinita con piccolissime modi
fiche.Ad esempic la dimostrazione del teorema di esistenza di una soluzione,di Fi-
lippov, quando la F,definita in un rettangolo di R x X, a valori compatti, & 1li-
pschitziana, si pud ripetere anche nella dimensione infinita se lo spazio di Ba-
nach & separabile. La separabilitd di X serve in quel tipo di dimostrazione per-
ché si sfrutta l'esistenza di una - selezione misurabile, cosa che vale solo se X
& separabile. E' un problema aperto la questione se tale separabilita sia effetti
vamente essenziale o meno: molto probabilmente il teorema sussiste anche in uno
spazio di Banach qualsiasi. Un altro caso che non & stato esaminato,perché privo
di grande interesse, & il caso in cui F sia semicontinua inferiormente a valori
convessi e chiusi. In questo caso, sappiamo che esiste una selezione continua

per cui il problema (5.1) si traduce in quello di trovare una soluzione dell’equg
zione differenziale associata x'=f(t,x), x(ty)= xo . Tale problema sappiamo che
non sempre ammette soluzione, perd, se si fanno delle ipotesi ulteriori sulla F
che ci diano delle maggiorazioni a priori per la selezione, possiamo ancora tro
vare una soluzione per il problema (5.1).

Tanto per fare un esempio, si pud supporre che le immagini di F siano contenute
in un compatto, oppure che F sia a-lipschitziana, cioé a(F(IxS))< L a(S) o che
a(F(IxS)) sia maggiorato da funzioni Kamke. Se lo spazio é di Hilbert si potrebbe
supporre che ~F sia monotona in modo da ottenere una selezione dissipativa op-
pure qualche altra condizione fra quelle che abbiamo visto nei paragrafi 2 e 3.
Al contrario, il caso in cui F.sia semicontinua superiormente, & state studiato

da molti matematici. I primi sono stati Castaing e Valadier [6]nel 1968, sullo
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schema di un precedente lavoro di Castaing [5]. Essi si mettono in ipotesi molto
generali percheé considerano spazi vettoriali topologici localmente convessi: gli
strumenti che usano sono percid piuttosto sofisticati e le notazioni pesanti.
Quando X & di Banach, il loro principale risultato si pud riassumere nel seguente

teorema:

Teorema 6.2 Sia X uno spazio di Banach separabile e supponiamo di avere una mul-

tifunzione I':[0,T] — CvK(X) semicontinua superiormente (oppure inferiormente) per

la quale esiste gféLi([O,T]) ed un compatto K di X, tali cherT (t)cg(t)K per ogni

tGE[O,T] - Supponiamo che U sia un aperto di X ed F{ 0,T] x U-=CvK(X) verifichi

le seguenti condizioni:

(1) F(t,x) € T(t) per ogni t € [0,T] e per ogni x€U;

(ii)F(t,.) & semicontinua superiormente per ogni t fissato;

(iii) F(.,x) & semicontinua superioremente (o inferioremente) quasi ovun-

que in [O,T]per ogni x fissato;

allora per ogni sottoinsieme M di X convesso e compatto incluso in U per cui esi-

sta T, € [0,T] tale che M+{{Tof(s)ds : feL}{({o,T] ), f(t)er (t) q.0.}c U, risul-
0

ta che:

se€ X, € M il problema (5.1) di punto iniziale (0,x,) ammette soluzione in

[0,T,]

Questo rislutato, in questa formulazione, & stato leggermente migliorato da Dau
res [13], nel 1970, il quale sostituisce la (ii) con un'altra condizione che egli

chiama proprietd Q, spesso conosciuta come sequenziale semicontinuita superiore.

Def. 6.3 Sia X uno spazio topologico ed F:X—»2X~<{¢} : diremo che F verifica la

proprietd Q (o sequenziale semicontinuita superiore) se per ogni ueX ed ogni (UH)WEN

successione di elementi di X, convergente ad u, risulta:

oo

Q co ( gK F(u,)) cco(F(u))

Osservazione 6.4 Ogni multifunzione semicontinua superiormente, verifica la pro-

prieta Q.
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Teorema 6.5 Con le notazioni del teorema 6.2 nelle ipotesi (i),(iii) e (ii')

F(t, ) verifica la tesi del teorema 6.2

Un contributo allo stesso problema & stato dato nel 1973 da Shui-Nee Chow e J.D.
Schuur [11]|. In realtd essi si occupano principalmente del problema di esistenza
di una soluzione per una equazione differenziale contingente, cio& un'inclusione
del tipo

DxEF(t,x)

(6.1)
x(t,0) = x4

essendo Dx(t) = {y€eX | x(t+h(n)-x(t)) h(n)-l_A y per qualche h(n) — O+} . Tut
tavia, sotto opportune ipotesi, essi mostrano che esiste una soluzione del pro-

blema (6.1) che & anche soluzione del problema (5.1).

Teorema 6.6 Sia X uno spazio di Banach riflessivo e separabile e W un aperto

connesso di IR x X. Sia F:W —Cv(X) verificante le seguenti condizioni:

(i) esiste una famiglia numerabile F=1{F, € X*} tale che, per ogni

Po= (to,x ) €W, risulti

FEg)= [} o r(p))

essendo

AF(P)) = e5 ULF(P)/|tp=tol <1/n,1Fi (x5 - xo)| < 1/n =1, ...n}

(i1) F & limitata su ogni insieme A tale che inf I IP-Qll: PEA, QEB W) >0;

allora, per ogni (to,xo) € W esiste un intervallo I ed una soluzione

x(t) del problema (6.1) definita in I. Inoltre x'(t) (ciod il limite

forte di ((x(t+h) - x(t))h™! per h + 0) esiste e x'(t) € F(t,x(t))

4.0. in I. Pertanto x & soluzione anche del problema (5.1).

Osservazione 6.7 L'ipotesi (i) si esprime dicendo che F & semicontinua nel senso
di Cesari ed & una sorta di semicontinuita superiore per la topologia debole.L'i-
potesi (ii) si esprime solitamente dicendo che F & limitata su ogni‘ o ~insieme.
Osserviamo che nel teorema 6.6, mentre da un lato si richiede che F sia solo a
valori chiusi e convessi, dall'altro si chiede che X sia riflessivo e separabile,

ciog& tutto quello che si’guadagna sulla F, lo si perde sullo spazio.,
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Al 1976 risale un lavoro di De Blasi [ 15/, nel quale si stabiliscono dei teoremi
di esistenza per inclusioni differenziali autoﬁbme in spazi di Banach riflessivi.
I1 risultato pil intefessante e 1l'analogo del fisultato di esistenza per funzioni
o -lipschitziane nel caso univoco. La misura di non-compattezza introdotta da De
Blasi [14|& la seguente vy (A) = inf {t>o0 : esiste C compatto di X tale che AcC+
+ %5 } essendo A un insieme limitato, ed S la sfera unitaria. Tale risultato & vi-

sto come corollario del seguente teorema:

Teorema 6.8 BSia X uno spazio di Banach riflessivo e sia F:Bp(0) - CvK(X) verifi-

cante le seguenti condizioni:

(i) F & semicontinua superiormente;

(i1) ||F(x)|] < M per ogni x € Bp(xg,);

(iii) esiste Q € CVK(X), T>0 tali che TM<r e xo+ Ut co F(Q)=Q
T telo,T]

Allora esiste una soluzione del problema di Cauchy (5.1) di punto iniziale (0,x5),

nell'intervallo[ 0,T].

Osservazione 6.9 La condizione (iii) sembra poco naturale; in effetti & una ipo
tesi di comodo per superare il solito ostacolo della non precompattezza degli in
siemi limitati, quando lo spazio ha dimensione infinita. I seguenti due corolla-

ri, sono degli esempi di casi in cui 1la (iii) & automaticamente soddisfatta:

Corollario 6.10 Se X & uno spazio di Banach riflessivo, F:Br(xo)—>CvK(X) verifi-
ca le (i) (ii) del teorema 6.8 e la seguente:

(iii') F e Y-lipschitziana di costante K >0 cioé vy (F(A))< Ky (A) per o-
gni A limitato; allora , se T>0 & tale che KT<1 ¢ TM <r, esiste una
soluzione del problema di Cauchy (5.1) di punto iniziale (O,XO) nell'in

tervallo [O,T].

Corollario 6.11 Sia X uno spazio di Banach riflessivo, F:Bpn (xg)—CvK(X) veri

fichi le ipotesi (i) ed (ii) del teorema 6.8 e 1la seguente:

(iii'') F completamente continua: allora esiste una soluzione del pro

blema di Cauchy (5.1) di punto iniziale (0,%5) nell'intervallo [0,T]
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essendo T> 0 tale che T M< r.

11 téorema seguente € tratto da un recente lavoro di De Blasi e Pianigiani [18
e stabilisce un risultato di esistenza di una soluzione per il problema (5.1)
guando F & a valori nei chiusi convessi limitati non vuoti di X, ad interiore
non Vuoto, brevemente CvB5(X), ed & continua. Abbiamo giad osservato che la con-
tinuita, da sola non & sufficiente a garantire 1'esistenza di una soluzione per
la (5.1), percid, in quésto caso, risultera essenziale 11 fatto che F(t,x) abbia

interiore non vuoto.

Teorema 6.12 Sia F una multifunzione definita in un aperto di IR x X, a valori

in CvBg(X). Sia (tosxy) nel dominio di F e siaf=J x Bopr(xy) essendo J=(tg-2a,

ty, +2a). Supponiamo che F verifichi le seguenti proprieta:

(i) F & continua in

(ii) J] F(t,x)]| £ M per ogni (t,x) € 2 ;

allora il problema (5.1) possiede almeno una soluzione definita in [tO,T], essen-—

0<T -t5, < min { a,r/M}

A partire da questo risultato se ne ricava un altro molto interessante:

- Consideriamo uno spazio di Banach riflessivo X e sia F definita in un sot
toinsieme di IR x X a valori in CvB,(X).
Supponiamo che sia G(t,x) = 3F(t,x) per ogni (t,x) nell'insieme di defini
zione della F. Consideriamo il problema

x! E G(t,X)
(6.2)

ed il suo convessificato (5.1);sussiste il seguente teorema:

Teorema 6.13 Con le notazioni precedenti, supposto che F verifichi la (i) e

(ii) del teorema 6.12, allora il problema di Cauchy (6.2), ammette soluzione

in [ t,,T];inoltre, 1'insieme delle soluzioni della (6.2) & un Gg —denso nel-

l'insieme delle soluzioni dalla (5.1)
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Recenti contibuti allo studio del problema (5.1) si sono avuti da Tolstonogov
[381; tuttavia i1 suoi risultati sono stabiliti in spazi molto generali, con
mezzi sofisticati dell'Analisi Funzionale, il che esula dal nostro interesse.
Purtroppo altri risultati in questo campo non ce ne sono ed il quadro che ne
abbiamo fatto non pud che risultare incompleto e lacunoso. Lo scarso sviluppo
di tali studi é dovuto in parte al poco interesse che pud avere 1l'estenzione
di certi risultati alla dimensione infinita ed in parte al fatto che, non es-
sendo ancora completa la teoria nel caso della dimensione finita, i matematici
che studiano questi problemi preferiscono vedere per bene come vanno le cose

in IR" piuttosto che estendere i teoremi noti in R" agli spazi di Banach.
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