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Introduzione.

Una disuguaglianza variazicnale si presenta sotto la

forma

<A, v - u> = 0 v e K

dove A & un operatore su K che in genere & un insieme chiu

s0 convesso di uno spazio di Banach X, con dualitd <« o>,

Il problema consiste nel trovare gli u per cui la disegua=-

glianza 2 soddisfatta per ogni v. Il nome deriva dal fatto

che si presentano in modo naturale nel calcolo delle varia-
zioni proprio nella "variazione"™ dei funzionali.

La teoria delle diseguaglianze variazionali ha avuto ne
glii ultimi venti anni un notevole sviluppo grazie ad autori
come Minty, Stampacchia, Lions, Browder, Baiocchi e tanti al
tri. I risultati trovati sono stati applicati alla soluzio-
ne di equazioni differenziali, dove si sono ottenuti con-
tributi molto profondi soprattutto riguardo a questioni di
regolaritd, e allo studic di numerosi problemi di fisica ed
ingegneria, come la filtrazione di un liquido attraverso un
0rosc, il moto di un fluido di assegnato profilo, la

Flessione di travi sotto sforzo {(cfr.[11, [141, [211).

[6)

copo di guesto lavoro & mostrare 1l'evoluzione storica
del teorema fondamentale di esistenza di soluzioni di dise-
guaglianze variazionali per operatori di uno spazio di Ba-

nach ¥ nel suo duale X' e presentarne delle applicazioni al



la risoluzione di equazioni non lineari al fine di giusti-
ficarne l'utilita.

La teoria si & sviluppata per gradi: partendo da ﬁg‘ si
& arrivati dapprima agli spazi di Hilbert, poi agli spazi
di Banach in dualita infine a coppie di spazi ‘di Banach
X, Y soggetti alla relazione Y ¢ X con immersione continua.

La ricerca di una sempre maggiore generalitd era moti-
vata dal desiderio di risolvere classi sempre pid ampie di
equazioni differenziali (si pensi ad esempio al caso di
- Au + f(u + g(u) = 0 con f crescente e g una perturbazio-
ne non lineare) o problemi di regolarita sempre pid comples
si.

Questo lavoro si occupa degli aspetti della teoria che
sono legati al teorema di esistenza fondamentale, alla for-
ma che ha assunto nelle molteplici estensioni ed alle varie
tecniche di dimostrazione.

I1 contenuto della tesi & il seguente:

Nel primo paragrafo si considera il caso della dimensione

>(EP'V con-

finita, cioé& si considera un operatore F:K
. . n .

tinuo, con K convesso compatto di IR e si prova che 1la

éisuguaglianza variazionale.

<F(xo), Yo%, 2 0 ¥ YeK

ha sempre una soluzione X, € K.
La tesi resta valida se si suppore K non limitato e F

coercivo.
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Passando alla dimensioneinfinita, si enuncia un teore-
ma di Stampacchia per forme bilineari coergive su spazi di
Hilbert, grazie al quale si stabilisce facilmente llesisten
za di soluzioni per il problema di Dirich:.et con dati di-

1 , . .
scontinui: date f 6H1(Q), geHd (Q), si cerca ue;H1{Q} tale

che -Au = f su f , u-=gqg su af.

Nel terzo e quarto paragrafo si presentanc due teoremi
di esistenza di soluzioni in spazi si Banach di dimensicne
infinita: i1l teorema di Hartman - Stampacchia ed il teore-
ma di Browder.

Una versione semplificata stabilisce il seguente risul-
tato:
Sia K chiuso convesso limitato di uno spazio di Banach ri-
flessivo, A: K~% monotono e continuo da sottospazi di di-

mensione finita nella topologia debole di X' . Allora
4 uekK : <Au, v-u> > 0 ¥v cK.

La tesi resta valida se si suppone K non limitato e

o

coercivoe.

5i estende cosl il risultato ottenuto in dimensione fini-
ta facendo una ipotesi di monotonia e modificando la conti-
nuitd per l"oPeratore.

Risultati di esistenza si trovano anche con un differen
te metodo, dovuto a Browder e Ton e detto di super regola-

rizzazione ellittica, che sfrutta la teoria delle applica-



zioni compatte.

Nel quinto paragrafo si studiano particolari disegua-
glianze variazionali proVando un téorema sull'alternativa
di Fredholm per operatori non lineari soggetti perd a cer-
te ipotesi di monotonia.

Negli ultimi due paragrafi si presentano gli sviluppi
pil recenti considerando nuove classi di operatori: gli o-
peratori di tipo M e gli operatori generalizzati pseudomo-
notoni, che sono ancora operatori di uno épazio di Banach
nel suo duale, e gli operatori accretivi, che estendono la
definizione di monotonia ad épplicazioni di uno spazio di

Banach in sé.
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§1. Diseguaglianze variazionali in IR .

In quésto primo paragrafo studieremo le diseguaglianze
variazionali in R".

Questa restrizione sulla dimensione porta ad una trat-
tazione particolarmente semplicé, soprattutto per merito di
Brézis. Tuttavia ci sono altri motivi di interesse per uno
studio autonomo in dimensione finita: molti problemi mate-
matici si possono infatti esprimere in termini di disegua-
glianze variazionali in spazi di dimensione finita. Ad esem
pio un punto X di minimo per una funzione f:[abl~+ R dif-
ferenziabile soddisfa la seguente disuguaglianza variaziona

le:
xoe[a,b]: £ (Xo) (x—xo) >0 wvxela,dl.

Pid in genere, se K & chiuso convesso di Eln, i punti

di minimo sono soluzioni di

X, eK: (Vf(xo),x-xo) >0 ¥x € K,
se f & convessa, vale anche il viceversa, cioé& una soluzio-
ne della diseguaglianza variazionale con il gradiente, ri-
sulta punto di minimo per £.

Un'altra importante applicazione & il cosidetto proble

ma di complementaritd della programmazione.



Diamo ora un teorema che si basa sulla caratterizzazio
ne della proiezione su chiusi convessi in spazi di Hilbert.

Rammentiamo la seguente definizione:

Definizione 1.1 Dati H spazio di Hilbert, K ¢ H chiuso con

vesso , x ¢ H, si chiama proiezione di x su K l'unico punto

vyeK 3 || %x=y||= inf]| x-n|le si scrive y=P, X.
nek

o

La definizione & ben posta perché & noto che, fissato
¥ e H, il punto y esiste ed & unico.
Useremo la seguente caratterizzazione:
Prop.1.1 Sia K ¢ H, K chiuso convesso. presi x, y ¢ H,
y= ka <=> yeK: (yn~-y) = (x,n-y) ¥nek.

Sussiste il seguente teorema:

]
Teorema 1.1 S8iano K e m™ compatto convesso, F: K~%ﬂ%n) con

tinua allora
4 xeK: <F(x),y-x> 20 Wy eK (1.1)

' .
Dimostrazione, Denotata con m: (Hin) >rY 1'identificazione

di Riesz, la tesi diventa:

dx ex: (xx,y=x) 2 (x- 1mF(x),y-x) Yy ¢ K.



Poiché 1'applicazione P (I-7F): K+K & continua su un sot-

k
toinsieme compatto convesso di ®r", per il teorema di Brou
wer esiste x<zK,x=Pk(I—'nF)x e quindi per la proposizione

precedente,
3 x e K: (X,y=-%X)2(x-1F(x),y-x%) ¥ vy e K.

Osservazione 1.2.La dimostrazione, dovuta a Brézis, vale so

. n C s s . . O
lo in IR poiché il teorema di Brouwer non sussiste pit in

dimensione infinita.

In genere se K non & limitato il teorema non & piu ve-

ro. Basta prendere K IR ed osservare che non esistono so

luzioni in IR per la diseguaglianza variazionale

e X(y-x) =20 ¥V yvelR.
Fissato perd R>0 arbitrario, posto KR= KrmﬁR con BR
sfera di centro 0 e raggio R, KR é chiuso convesso limita-

to e quindi:

3 X 6KR= <F(XR),y—xR>~20 ¥ yekK (1.2)

R R

Si d3 allora la seguente condizione necessaria e suffi-
ciente per l'esistenza di soluzioni di (1.1) con K illimi-

tato.

Teorema 1.2. Siano K<:Rn, K chiuso convesso, F: K+ (R™)




continua.
Le seguenti due proposizioni sono equivalenti:
a) 9x ¢ ” soluzione di (1.1)

b)EﬂR>U 3 per XR.GK soluzione di (1.2) risulta: IxR{ <R.

R

Dimostrazione. La prima implicazione & ovvia. Proviamo la

altra . Sia xg soluzione di (1.2), ]le'<R; preso y ¢ K si

ha che w = X +e(y—xR)e K

R per € piccolo. Allora

R

X € KpeK: 0 SE(xp) w ~Xp> = e< F(xg),y=xp> ¥ v e K

cioé XR & soluzione di (1.1).

Teorema 1.3. Sia K chiuso convesso di H{n,F: K+(B1n)‘ con-

. . s <F(x)-F({x K=~
tinuo coercivo cio@ XO‘EK ER (x) -F (X0) /X=%g> .
|x - x_|

o

per |x|» + o,

Allora- x e K soluzione di (1.1).

Dimostrazione. Siano H>|F(x ) |e R>|xol tali che

<F(x)-F(x), x~x0>;zH[x~xO| per|x|zR, x eK.

Allora <F(x),x-x_> = H ]x-xo[+<F(xO),x—xo>2H|x~xoi—[F(xO)Hx—xO[

z (H- F(xo)l)(le—lxol)>0 per !x| = R.



Sia ora Xp eRR soluzione di (1.2). Risulta

— ::...‘ a— <
<F(xR), XR XO> <F(XR),XO xR> < 0

e quindi, poich2 <F(x),x-x_> > 0 per |x] = R, risulta

|xg| = R ciog |x;|<R. La tesi segue dal teorema (1.2).



§ 2. Diseguaglianze variazionali per forme bilineari in

spazi di Hilbert.

Nella trattazione delle =equazioni ellittiche con dati
discontinui, occupa un posto di primo piano la forma bili-
neare detta di Dirichlet.

Questo ha portato a considerare diseguaglianze varia-
zionali per forme bilineari. Cid equivale a studiare la di-
seguaglianza variazionale (1.1) nel caso in cui F sia operatore
lineare continuc di uno spazio di Hilbert reale H nel dua-
le H'. Poiché ogni applicazione di guesto tipo determinapﬂa
forma bilineare continua su H e viceversa, 1l nostro pro-

blema diventa ora, fissata £ ¢ H', trovare

uekK: a(u,v-u)z <f,v-u> ¥ v e K (2.1)
I1 tecrema che ora enunciamec & stato provato nel 1967
da Lions e Stampacchia sfruttando ancora le proprieta delle
proiezioni sui convessi (cfr.[25]1) e successivamente nel
1968 da Stampacchia che lo prova prima supponendo la forma

Simmetrica e poi applicando il teorema di punto fisso delle

contrazioni ~ (cfr.[21lpag.24-26).
Teorema 2.1. Siano a(u,v) una forma bilineare continua e
coerciva su H, K chiuso convesso di H,f « H'. Allora esiste

un'unica soluzione di (2.1). Inoltre l'applicazione f -u &



- lipschitziana, con o costante di coercivitd per af(u,v).

Qi-

Prop.2.1 Per H=K il teorema si riduce al lemma di Lax-Mil-
gram, che afferma che ogni funzione lineare continua su H
si pud rappresentare con a(u,v) con u e H opportuno, quando

a(u,v) & una forma bilineare coerciva su H.

Una immediata applicazione del teorema (2.1) permette di
trovare soluzioni del problema di Dirichet con dati al bor
do non nulli e discontinui.

Assegnati £ eH ' (Q), g ¢ H' (Q) cerchiamo u<H (2) tale
che

- Au=f in Q u=g su 3% (2.2).

Se £, g, u sono sufficientemente regolari, il signifi-

cato & chiaro, altrimenti si dice che u eH1(Q) & soluzione
debole di (2.2) se

S u gx- dx= <f,E> W¥§ eﬂl, u-g eHl. (2.3).

Il problema pud essere scritto in termini di disegua-

glianze variazionali. Posto
1 1
M=Mg = {veH : v-g eHO}

cerchiamo u eM:fQ u A(v—u)% dx z<f,v-u> ¥ v e M. (2.4)

i 1

X



C s s 1 .
Poicheé il prodotto scalare su Ho risulta una forma bi

. . 1 . -
lineare non coerciva su H , non si pud applicare subito il

teorema (2.1). Poiché

IQ uxi(v—ukgidx = &2(u—g)xidx+&}qxiﬂv—u%(idx,

u & soluzione di (2.4)se e solo se w = u~g & soluzione di

fﬂ d)xl (v-u )X .

dx =<f,v-u>~ V=1 dx.
i u &2gxi( )Xi

. Allora, essendo Iy, eLZ(Q), la (2.4) & equivalente a trova-

i
re
w €H1’ Jow (f;w) dx 2z <F,E-w> V§€H1 (2.5)
o” QUxy 7 x4 - ! o )
A, _ _ ,
dove Fe@_(Q), <F,g>=<£f,8> &)gxigxidx-

Poiche a(u,v)=&2ux Ve dx & una forma bilineare coercitiva

) I i
su Hl e Fe(Hl(Q))n per il teorema (2.1) esiste un'unica so
luzione w di (2.5) e quindi u = w+g & soluzione di (2.4).

In realtd nella (2.5) sussiste l'uguaglianza, cioé

Q -
—

w €eH : J5 w, & dx = <QE> V&aHO

e gquindi u = w+g & soluzione di (2.3).



Altre applicazioni del teorema (2.1) a problemi ellit~-
tici si trovano in Lions e Stampacchia (cfr.[25]). In que-
sto lavoro viene inoltre illustrato un metodo, detto di re-
golarizzazione ellittica, che permette di risolvere il pro-
blema (2.1) nel caso in cui la forma bilineare non sia coer
civa. Pill precisamente, siano a(v,v) forma bilineare defini-
tiva positiva, cioé a(v,v)z0 ¥veH, b(u,v) forma bilineare
coerciva, f,g e H'. Fissato e€>0, sia u wunica soluzione di

u eK: a(ue,v—u€)+ﬁss(u€,v—u )2<f+sg,v—u€> vveK.

Sussiste il seguente teorema:

Teorema 2.2 Esiste una soluzione della diseguaglianza varia

zionale (2.1) se e solo se esiste costante L, indipendente

da e>0,tale che IluellsL ve>0.



§ 3. Disuguaglianze variazionali in spazi di Banach: teore-

ma di Hartman-Stampacchia.

Esaminiamo ora il caso generale di operatori definiti
su chiusi convessi di spazi di Banach riflessivi a valori
nel duale. Per avere risultati di esistenza, occorre aggiun-
gere, rispetto al caso della dimensione finita, 1l'ipotesi di
monotonia, superflua nel caso lineare, in cui . & automati-
camente soddisfatta se c'é coercivita.

I1 teorema che riportiamo nel seguito & stato provato
nel 1965 da Hartman~Stampacchia (cfr.[16])e, separatamente
da Browder (cfr.[51).

Pur trattandosi di dimostrazioni differenti entrambe provano la
tesi prima in dimensione finita poi in gquella infinita. Co-
minciamo con il considerale il teorema nella versione di Hart
man~Stampacchia), di cuai daremo poi un'applicazione alla ri

'soluzione di equazioni funzionali non lineari ellittiche del

la forma

[uj(grad u)l .+ Flul(x) = 0.

Sia X spazi di Banach riflessivo, reale, X' spazio dua-
le e (+,°)denoti la parit3 tra X' e X. Sia Y sottospazio vet
toriale chiuso in X, munito di una norma che pud anche essere

diversa da quella diXerispetto a cui Y sia di Banach. Si denoti

con <¢,+> la paritd tra Y' e Y. Per il teorema del grafico



chiuso le due norme su Y sono equivalenti, cioé& esistono

due costanti 0;, 0, tali che
i 1
oull vl < lyll < g, Iyl  V¥yey.
Sia R chiuso convesso in X tale che uy U, eR=>u1~u2

e Y (3.1).

Ovviamente la proprietd (3.1) equivale alla seguente:

R = RO + ¢, con Ro chiuso convesso di Y,¢ X, O eRo. (3.2)

Teorema 3.1. Siano X, ¥, R come sopra. Per ogni ueR sia A(u)

funzionale lineare continuo su Y con la metrica
indotta da X tale che

(i) Se M & un sottospazio vettoriale di Y con dim
M <+ «, ¢ €R, (A(u)V$ & una funzione continua

di u,v con u eRn(M+¢)=(ROfwM)+¢ e veM.

(i1) A(u) & monotono, cioé (A(uT)—A(uZ),u1—u2); 0
Vu1, u, € R.
(iii) Se R non & limitato, A(u) & coercivo, cioé esgi-

ste ¢OeR tale che

(B (W)-A(0,) u=¢_)

IEEENP

—> += per|lufl > +e, ucR.

Sia poi C: R+Y' completamente continuo e limitato, cioé

|| c < L ¥ ueR.

(u)l[y'
Allora



- u_eR: (A(u)),v-u))> <C(u ), v-u> ¥ veR (3.3)

0ss.3.1 E' immediato che la soluzione & unica sotto condizio
ni di forte monotonia A(u) e C(u), ciog se

(A(u2)—A(u ) U, -1

5 1)> <C(u2)—C(u1),u ~u,>  per u,=u € R.

1 2 1 72

Premettiamo i seguenti lemmi alla dimostrazione del teorema.

Lemma 3.1 Siano X, ¥, R, A(u) comenel teorema, e sia y' e¢Y',
Hy' LY!SL'
Allora esiste una costante R = R(L)tale che per ogni u_e€R solu-

zione di

(A(uo),v—uo)z <y',v—uo> ¥ vekR (3.4)
risulta | {[uol& < R.
Dim. Sia u_ soluzione di (3.4) e v = 9 ¢R previsto dalla

ipotesi (iii) (nel caso che R sia limitato la tesi & banale).
Allora

(A(uo)+A(¢o).uo—¢o)s <y'fuo~¢o> —'(A(¢O),uo—¢o)s
(g + 1At L) (A ug=o IL)
T 0, o 7% :

Poichs (A(uo)-A(¢o)’uo_¢o)

< M, da (iii) segue la tesi.
g = o 1l |



Lemma 3.2. Nella dimostrazione del teorema, & sempre possi-

bile supporre R limitato.
Lemma 3.3.Nelle ipotesi del teorema risulta, fissato y' eY',

u  €R ¢ sol. di (3.4)<=>(Av,v—uo)2<y',v-uo> ¥v eR (3.5)

Dim. Una implicazione discende ovviamente dalla monotonia di A.

Sia ora w eR arbitrario e uj sol., di (3.5). Essendo R conves

sO,

¥ t ¢[0,1] v=u + t(w-uo) eR.,
Quindi

t(A(u_+t (w-uo),(@—uo) 3, <y’ w=u_> %o e R.
Posto

= - - - = Ak -+ »
M Span{uo d,w-¢}, McY w u_eM >uo+t(u uo)eRn(M $)

Poichd (A(u),v) & continuo per u eRn(M+d)e v eM, si ha

facendo tendere t a zero, che

(A(uo),w—uo)2<y',w—uo> VweR.

Lemma 3.4 L'insieme delle soluzioni di (3.5) o equivalente-

mente di (3.4) & connesso.

Dim.Ovvia per il lemma precendente.



Lemma 3.5. Sia K cormesso,campatto di o spazio vettoriale di dimensio-

ne finita e B: K>(E")' continua. Allora esiste u €K tale che
(B(uo),v~uok30 ¥ ve K (3.6)
Dim. Poich& si & gia data la dimostrazione di Brézis di que
sto teorema, tralasciamo di darne guella di Hartman~Stam-
pacchia, osservando solo che anche questa non sfrutta 1'ipo-~

tesi di monotonia nella dimensione finita.

Dim. del teorema. Possiamo sempre scrivere < A(u),v >anziché

(d(u),v) per v €Y. Fissato M sottospazio vettoriale di ¥ di
dimensione finita, sia j: M+Y iIngezione., j': ¥'» M' la tra

sposta e R = RonM cR-¢ . Proviamo che esiste Yy € R,, tale che

M M

<j'A(yM+¢),z—yM>‘z<j'C(yM+¢),Z*yM> ¥ z €RM {(3.7)

0 equivalentemente:
<A(yM+¢j—C(yM+¢),z—yM>20 ¥ z &R (3.8)

Fissata una base {c,,...,c_} di M e detta {f,,...,£ } la ba
1 m m ] m -

m
se duale, presi y,,z,yin R , Y= %Yi cj,

m
z = L Z. C.,
1

¢ Tisulta: yM=1Z(yM)ici

1 1

[ ' - _ m
J'lAa(y+p) -Cly+d)] = 1}" Bi(y)fi.
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Allora la (3.8) diventa:

m - | _ T i
? Bi(yM)(zi—(yM)i) > 0 per z= ? 2,C Ry (3.9)

Poiché il risultato non dipende dalla norma di M, pos-
siamo scrivere la (3.9) nella forma (3.6) con
B(y)=(B1(y),...,Bm(y)) e riferendoci al prodotto euclideo.

Per il lemma (3.5) esiste Yy eRM soluzione di (3.9).

Posto R(M)= RM+¢trR, Uy = yM+¢ e R(M), la (3.8) diventa
(A(uM),v—uM) 2<C(HM)ﬂFUM>V v e R(M). (3.10)
Posto 6(v)=={u e R: (A(v),v-u)=2<C(u),v-u>} ¥ v ¢ R.

§(v) & debolmente chiuso in X. Infatti se uned(v), unéu, es-

sendo R debolmente chiuso segue che u e R, inoltre:
(Av,v—un)— <C(un),v—un> + (A(v),v-u)- <C{(u),v-u>
perché v-u = v-u -<C(un),v—un> + <C(u),v-u> equindi u e 8 (v)
Allora (cS(v))ng & una famiglia di chiusi (debolmente)
di R compatto (debolmente) che verifica la proprietd dell'in

tersezione finita.

Infatti fissati Vyre-eaV o€ R detto M il sottospazio di

Y di dimensione finita tale che VsV ¢ R(M) (basta pren-
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dere M = span {vi—¢}),allora
= Yy € By soluzione di (3.9) e quindi

3 u ¢ R(M)cR soluzione di (3.10) cioé uM €
M

Per una caratterizzazione dei compatti, segue che

ciod ug € Re (A(v),v—uo)z <C(uo),v—u0> ¥ v eR,

e guindi, per il lemma (3.3) seque la tesi.

Le ipotesi del teorema (3.1) possono sembrare artificio
se, ma in realtd sono verificate in problemi come si pud ve-
dere in guanto segue.

Siano X = H1(Q), Y = Hl(Q) con @{aperto limitato diZRn;

assegnata ¢ funzione lipschitziana su @, si denoti con KK==R

¢

il sottoinsieme di H1(Q) formato dalle funzioni lipschitzia-

ne su § con costante minore o uguale a K e coincidenti con
¢ su 9fl. Se K & una costante di Lipschitz per ¢, allora
K K

e K _
beEy ¢

condizione di coercitivitd & superflua. Sia A(¢) la migliore

eRO=K 9 soddisfa la (3.2). Poiché R & limitato, la

costante di Lipschitz di ¢,cioé

A(9)= sup | o (x)=0(y)] X, vy e
xzy  |x-y]
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Sfruttiamo ora il teorema 3.1 per risolvere un'equazio

ne del tipo
[a.(Vu)! +F(ul (x) = 0. (3.11)
I

Si diaeé che ueK¢ ={ funzioni lipschitziane coincidenti con

¢ sul 80} & una gquasi soluzione per 1l'equazione (3.11) se

S

Q[aj (Vu)(v—u%{.—F[u](x)](v—u)dxzzO ¥ veKo.

J
Val¥ono i seguenti lemmi:
Lemma 3.6 Sia al(p) = (a1(p),...,an(p)) continua per |pl<K,con
(1) [aj(p)-aj(qjl(pj—qj) > 0.
Fissato Kz A (¢), per u(x)eK? sia F[u](x) una fun-
zione misurabile verificante le ipotesi:
(2) VM>053X(M)§h1bdlsMsuQ =>|F[u](x)|sX(M)(1+|Vu(xﬂ6(a))
| con 0<8(0)< a-1 con aOpportuno.
(3) Se un(x)€ Kg e un+uo uniformemente su {, allora
F[un](x)-*F[uO](x) in misura in Q.

Allora esiste almeno un elemento ueKz tale che

&2[aj(ux)(v—u%g{-F[u](v—u)]dxzo ¥ v ¢ K (3.12)

o =

Dim. Posto (A(u),w)=&2aj(ux)wxjdx we Y

(C(u) ,w) =Q2F[u](X)m(X)dX w e Y



si ha che A(u)eH-1(Q)= ¥', (A(u),w) continua per ueR weY,
, .'i- - . . .

A(u) & monotono per (1) mentre (2) e (3) implicano che

C : RcX»Y' & completamente continuo. La tesi segue dal teo-

rema (3.1).

Lemma 3.7 Supponiamo che le ipotesi del lemma precedente val

K (m)
o)

ne di (3.12) con K = K(m),k(um)s T indipendente da m, u-u

gano ¥ K>0. Sia K(1)<K(2)<a..<K(m)-*+oo,u=umeK soluzio-

[

uniformemente su Q . Allora u=u soddisfa:
— 1
%2(aj(ux)n X5 Fluln)dx = 0 per n eHO
Dim. Poicheé us-u_ in H! a meno di un'estratta e u  soddisfa:

&2[aj(umx)(v_um¥<-_ F[um](kum)]dX¢~O ¥ veK

J
preso K<K(1), la relazione vale a maggior ragione per v ¢ K

Passando al limite segue che per K>0 arbitrario

Iq [aj (u ) (v=u)

- F[u J(v-u ) Jldx=0 ¥ v ekK
3 o o)

e quindi, poiché v-u_ eKO= {funzioni lipschitziane nulle su
ant,

&2[aj(uox)n—F[uO]n]dsz ¥ne K

C o . 1 .
e gquindi,essendo Ko denso in HO, segue la tesi.



Sotto opportune ipotesi per a(p), %,9¢ e F[ul si pud
provare un teorema pil generale del teorema 3.1 ed un limi-
te a priori per la miglior costante di Lipschitz A(u) Pper u
na quasi soluzione u{(x) che permettono di dimostrare l'esi-
stenza di almeno una funzione u(x) lipschitziana su Q tale

che u(x)=¢(x) su 3Q, cioé& uc<K,,e verificante:

¢

fé[aj(ux)nxj - Flulnl dx = 0 VlweHl.

Enunciamo ora una versione semplificata del teorema 3.1
valida sempre per operatori definiti su un chiuso convesso

di uno spazio di Banach riflessivo.

Def. 3.1 Un operatore A: K>X' & continuo sui sottospazi di
dimensione finita se per ogni sottospazio vettoriale M di
dimensione finita la restrizione di A a KnM & debolmente

continua.

Teorema 3.2 . Sia K chiuso convesso limitato di X, A: K-»X'

monotona e continua sui sottospazi di dimensione finita. Al
lora:

3 ueK: <Au, v-u> =20 ¥ v ¢ K.

1)
Se togliamo & ipotesi di limitatezza per K, con tnra-
gionamento perfettamente analogo a quello fatto in dimensio

ne finita, si provano i seguenti teoremi:



Teorema 3.3 Sia K chiuso convesso di X, A: K?X' monotono

continuo sui sottospazi di dimensione finita. Una condizio-

ne necessaria e sufficiente perché:ju e Ke<hAu,v-u> =20 ¥ v ekK

e che esista R>0 tale che detta uR una soluzicne di
u_ e K_: <au_, v-u_> >0 Vv eKR

risulti: ]uRl<R.

Teorema 3.4. Se :K & chiuso convesso di X, A: K=+X' monotono,

coercivo, continuo sui sottospazi di dimensione finita, al-

lora esiste

uek: <Au, v-=u> =20 ¥ v ¢ K.

Il teorema 3.4 si pud applicare per provare l'esisten-
za di‘soluzioni di equazioni differenziali ordinarie (cfr.

(291 .

Proposizione3.1.Sia F:[a,blx R*R misurabile, limitata sui com

patti, continua e monotona non decrescente in u per guasi tut
. . , 27
ti gli xela,bl. Allora esiste un'unica u(x)eH"’ , ciod con

derivata seconda limitata, tale che

u'"'= F(x,u) 9.:9.in [a,b] u(a) = u(b) = 0.



Dim. Sia L: Hl->H—1 definito ponendo <L(u),v>=<12[d\f+F(xAandx.
Poiché I & ovviamente coercivo, strettamente monotono e con

tinuo sulla dimensione finita,

EI!u eHl: Fj[u'(v—u)'+F(x,u)(v~u)]dx >0 v v eHl
a
e quindi

fi
u €H1: Jb[u'v'+ F(x,u)v] dx = 0 ¥ v eH1,
o" | o)
ciod u soddisfa la condizione al contorno u(a)=u(b)=0 e
u'' = F(x,u) nel senso delle distribuzioni.
Frich® u & continua, F(x, u(x)) & limitata e quindi u"

(o]

. s 2,
e L , cioé u el .



§ 4. I1 teorema di Browder.

Contemporaneamente ad Hartman e Stampacchia, Browder
prova un teorema di esistenza di soluzioni di diseguaglian-
ze variazionali in ipotesi un po' meno generali di guelle del

teorema 3.1 (ora C(u)=z=0).

Teorema 4.1. Sia C chiuso convesso di X spazio di Banach ri

o
flessivo, 0 eC, T: C *X' monotono, continuo dai segmenti di
retta in C nella topologia debole di X', coercivo, cioé
(Tu,u) /| ull>+ wper||ul] ++ =.

. v . - - , ¢
Allora ¥ wy e X' - u, € C: (T ug,v-u_)= (o, v u) ¥ veC (4.1)

Oss. 4.1. Per C = X gi Ottiene Tu = w_, risultato gii prova-
to nel 1963 da Browder (cfr.[2]) e Minty (cfr.[27]).
Sempre nel caso C = X Browder ha provato il teorema anche

per le applicazioni multivoche (cfr.[8]).

Premettiamo i seguenti lemmi:

Lemma 4.1. Se uo € C, risulta:

(Tuo,v—uQ)z(wo,v—uo)VveC <=>(Tv,v~uo)2(wo,v-uo) ¥ v «eC

Dim. Analoga a quella del lemma (3.3).



Posto c(r) = inf {(Tu& o) :|lull = r} , risulta

(Tu,w)zc (|| ull )| ull ¥ ueC dove c(r) » + @ per r~+ =

Lemma 4.2. Eiste una costante M che dipende solo da c(r) e

da |l w o“ tale che se u_ & soluzione di (4.1) risulta:||u kM.
Dim. Se (Tu_ ,v-u )2(w _,v-u_) ¥ v eC, posto v = 0¢C si ha:
—— o o o o

e u 1) gl < (Tugmuga )+ (g ) < lhag I 1Tl -
Allora

cllu D) <llagl aa cuiligll € MClludls et
allora c(|h ) <|| w, Il da cui |p0|lSM(|lwolL c(r))

Oss.4.2 I1 lemma precedente & analogo al lemma (3.1), il che

& ovvio perché& anche in questo caso T & coercivo e W fis-

so percid limitato.
Def.4.1. Se GecX x X', G si dice monotono se
[U,w],[u1,w1]EG => (o - m1;u~u1) > 0.

G si dice massimale monotono se & monotono €& massimale

nell'insieme delle parti X x X' ordinato per inclusione.

, o
Lemma 4.3. Nell'ipotesi del teorema,se 0 ¢ C e GeX X X', do
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ve G = {[u,wllu ¢ C,w=Tu + z,(z,u-v)=z0 ¥ v eC} allora G

& un insieme massimale monotono in X x X'.

Dim. G & monotono perché presi [u,w][u1,w1]eG, w=Tu+z e
w1=Tu1+z1, allora (wmw1,u-u1) = (Tu--Tu1
Se G'c X x X' & monotono e contiene G, allora preso [uo,wO]eG“
arbitrario risulta: {wo—w, uo—u)z 0 ¥ [u wle G. Basta pro-
vare che [uo,woje G.

Se per assurdo uO éc)allora uo=SZo con s>1 e VO e oC (vO e la
intersezione della retta per 0 ¢C ed u, con la frontiera 3C).
Sia Z e X', (zo,vo—v) >0 ¥ veC.

(@]
Poiché 0 eC,(zo,vO) >0. Per A>0 [vO,TvO+ zO]eG. Allora

- - - ={a=- - - =
0 < (wo TvO kzo,uo vO) (s 1)(wo TvO Xzo,vo) >

A(%O,vo)g(wo,vo)4(Tvo,vo)
il che & assurdo essendo (zo,vo)>0 e X arbitrario. Dunque u_eC.
Inoltre poich& ¥ u eC:[u,TuleG, segue che (Tu-w_,u-u_)20.
Per il lemma 4.1 risulta (Tuo~mo,uo—v)§0 ¥ v eC.
Posto Tuo~-wO ==z Ccon (z,uo—v)zO ¥ v:C, si ha

w_ = Tu + =z cioeé [u_, mO] cG.

Lemma 4.4. Il teorema vale in spazi di dimensione finita.

,u-u1)+(z;u—u1)+(z1,u—u1)20



Dim. Si pud sempre supporre mo=0, X spazio di Hilbert di di
o o)
mensione finita con duale X', C=@ con vo e C. Sostituen-
= - m = - _ . -
do C con Cg VO C e posto T, u 'I‘(vO u) per ueC, si puo
o -

sempre supporre che 0eC e
(Tu,u-VO)Z(:(\lu\H Hull con v cC,C(r)++x= per r-+ o

Sia G 1'insieme massimale monotono di X x X' costrui
to nel lemma (4.3).

Per un teorema di Minty (cfr.[26]) ¥ n:>03 [un,mn]eG
con u + n w = 0.

Poiché wn=Tun + éh con (znbun-v) >0 ¥ veC, risulta
1 _ - - - -
( n Un'"n vo)_(wn’un ”b) (Tun’un vo)+(zn’un Vo) =
SRR ERIENIE

Essendo _.

1 1 1 2 1
- —ﬁ(un,un—vo)= H(unrvo)_ HHunH < _l'—lH unH HVOH’
si ha

c(lbnl{)sgﬂ}vdie quindi, poich& C(r)-» per r=e Ibnf!éM.

Poiché siamo in dimensione finita, u ou g in X a meno

di un'estratta,da cui:
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Fissato ue ¢ [u,Tul] e Lun,mn]eG per cui (Tu—wn,u—un)zo,

e passando al limite per n =+ +«, si ha (Tu,u—uo)zo Yu <« C.

Dim. del teorema. Basta provare la tesi per w= 0. Preso F

sottospazio di dimensione finita di X, sia CF=C0F, jF:F-+X
ingezione e j%: X' »>F' la traspcsta.
+F', T_ soddisfa le ipotesi del

t = 7' s
Posto TF o TO]F C

Ip F F
lemma (4.4), per cui
Ug eCF: (TFuF,uF—v)=(TuF,uF—V)§O v eCF, (4.2)

F:(TFu,u)=(Tu,u)zc(]b|U [la]], dal lemma (4.2)

segue che - M costante indipendente da F con || u

Poicheé per uecC

plism.

Sia per ogni n ¢ W u =ug e F oaC oFnC soluzione di (4.2),

Bn
dove ¥ @& un sottospazio di dimensione finita contenente F.
n
Essendo[[unllS M, u ~u_ ameno di un'estratta, u_eC

ed appartiene alla chiusura debole di V'_={u_ oF}cV ={uF1:F13F}Q

F " F, F

Preso v ¢ C, sia F sottospazio vettoriale di X di dimen
sione finita che contiene wv.

Per u «¢ VF dal lemma (4.1) segue (Tv,v—un) > 0 poicheé
n

Vo€ CF CCFn,

Poiche un-*uO, passando al limite si ha
(Tv, v-u ) =0 ¥ v el

e guindi dal lemma 4.1, segue la tesi.



Oss. 4.3. Lo schema di questa dimostrazione ricalca quello
del teorema (3.1) percid prova la tesi prima in dimensio-
ne finita poi in quella infinita sfruttando il lemma di
Minty (lemmi (3.3) e (4.1)) ed un lemma ciie, in ipotesi di
coercivitd, limita in norma le soluzioni della diseguaglian
za variazionale studiata. Al contrario di quanto Hartman-
-Stampacchia, Browder sfrutta 1'ipotesi di monotonia per
l'operatore anche nel caso della dimensione finita, ragion
per cui abbiamo riportato la dimostrazione del lemma (4.4)

pur avendolo gid provato nel paragrafo 1.



§ 5. Bguazioni funzionali e metodo di superregolarizzazio-

ne ellitica.

Vogliamo ora risolvere equazioni funzionali non linea-
ri del tipo Tuo=wo con T: X ~X' operatore monotgno, X spa-
zio di Banach riflessivo. Come sivé gia osservato, questa
equazione rappresenta un. caso particolare di disuguaglian-
za variazionale e il teorema 4.1 ne stabilisce l'esistenza
di soluzioni per operatori monotoni, coercivi e continui
dai segmenti di retta di X nella topologia debole di f.

A maggior ragione allora se T: X+ X' & monotono, coer-
civo, continuo dalla topologia forte di X topologia debole

. ] . ¢ =
di X', si ha che Vo €X | quX TuO W

Questo teorema, che potremmo quindi far scaturire dai
risultati del paragrafo precedente, & stato dimostrato nel
1967 da Browder e Ton (cfr. [13])con un nuovo metodo, det-
to di>superregolarizzazione ellittica, che anziché appros-
simare le soluzioni sulla dimensione finita, applica la teo
ria classica di applicazione compatté in spazi di Banach.
L'importanza di questo metodo sta nel fatto che esso permet
te di trovare risultati di esistenza per operatori monoto-
ni definiti densamente in X e non su tutto X.

Il ' nome di "superregolarizzzazione ellittica" & do-
vuto a due motivi:

1) il metodo permette, se applicato a problemi ellittici al

contorno, di risolvere l'equazione ellittica non lineare



A(u)=f (x) sostituendola con una nuova equazione ellittica
non lineare di grado superiore e(—AuF + A(u)=£f, con s
opportunaménte grande;

2) un precedente metodo, detto di "regolarizzazione ellit-
tica" e giad citato nel paragrafo 2,era stato sfruttato da
Kohn-Nirenberg e da Lions (cfr.[22] e[23])per risolvere di
seguaglianze variazionali per operatori monotoni non coer-
civi.

Browder e Ton provano i seguenti teoremi:

Teorema 5.1. Siano X spazio di Banach riflessivo, separabi-

le, T: X+ X' semicontinuo (continuo per la topologia forte
di X e quella debole di X'), monotono, coercivo. Allora

v . _
1] wOEX :—:{ uoex :’T(uo)—wo.

Teorema 5.2. Siano X spazio di Banch riflessivo, separabi-
le, TO: ¥ +X' semicontinuo, monotono, che manda limitati in
limitati, L: D(L) ~X' lineare, monotono chiuso, densamente
definito, con D(L) munito della norma del grafico indotta

N 1 — . 2 — 4T =
da L, con aggiunto L L1D(L)nD(L') Sia T L+T_ con D(T)

= ' i ! ' =4 .
D(1) e T coercivo. Allora  Vu _eX - quD(T); Tu =

Premettiamo alla dimostrazione alcuni lemmi, di cui di
mostreremo solo quelli pill strettamente legati alla teoria

delle diseguaglianze variazionali.



Lemma 5.1. Sia X spazio di Banach reale con Sc<X numerabile.

Allora esiste uno spazio Hilbert separabile ed un'applica-

zione lineare, compatta, jngettiva

J: H7X con J(H) o5

Lemma 5.2. Siano X spazio di Banch riflessivo, H spazio di

Hilbert, J: H~>X lineare compatta con aggiunta J': X' ->H,
T: X +X' semicontinua.

Allora C = J'TJ: H-+H & compatta.

Lemma 5.3. Sia X spazio di Banch riflessiva T: D(T) - X°®

monotona. Sia J: H-+X l'ingezione nel lemma 5.1 tale che
J (H)<D(T).

Allora C =.J'TJ & ben definito su tutto H e monotono.
Dim. Siano u, v ¢ H; allora Ju e Jv sono in D(T) e quindi
C(u)e C(v) sono ben definite (C(u)~-c(v),u-v)=

= (J'?J(u)~-J"'"TJ(v), u-v) = (T(Ju)-T(Ju)Ju-Jv) =0

Lemma 5.4. Siano H spazio di Hilbert, C: H-+H compatta mono

tona => T =TI+ C & una bigezione di H in sé.

Lemma 5.5. Sia Xspazio di Banach riflessivo separabile, H

spazio di Hilbert, J un'applicazione lineare compatta di H

in X, con trasposta J': X' > H.



Sia T: X +X' semicontinua monotona e e£>0 costante positiva.

VhOeIi'gl ucH soluzione di eu+J'TJ (u)= ho'

Dim. Posto C_ = % J'TJ, CE & monotona compatta da H in H,
per i lemmi 5.2 e 5.3,mentre I + CE & bigettiva da H in H

per il lemma 5.4 e quindi la tesi.

Proviamo infine il teorema 5.1 in una forma pil espli-

cita.

Teorema 5.3. Siano X spazio di Banach riflessivo, separa-
bile, T: X +X' semicontinuo, coercivo, monotono, H spazio
di Hilbert, J applicazione lineare compatta di H in un sot
toinsieme denso di X con J' trasposta. Sia u l'unica solu
" s +l =l r.
zione di eu_+J TJ (u_)=J (mo) (5.1)
esistente per il lemma(5.5) Allora:
a) Esiste una costante M dipendente da I{wolltale che
£ D > .
HJ(uE)HX M ¥ e >0

b) Se J(uE)-*u per €= 0, allora T(uo) = wg-

o
c) T trasforma X in X'.

d) Se T & bigettiva, allora J(ue)*"uO unica soluzione del-

l'equazione T(u ) = w_.

o o

Dim. Basta evidentemente provare le (a) e (b).



a) Poiche T & coercivo, esiste una funzione ¢(r) -+ o«

tale che

(rv,v)= e (|| vii) [1v I] -

Sia ora u <H tale che ¢ u_ + J'"TJ(u )=J"{w )
£ € € o

Moltiplicando scalarmente per uE, si ha:

2 ; -
elf u |7 +(3' T (u ) ,u ) = (w_,J(u)),

e guindi
(T3 (u.) ,J(u ))=(I'TT (u_) ,uc)s<
Il agll, 1By 1]
Poicheé C(IIJ(ug)]D ||J(us)lh{s(TJ(ue),J(uE)) risulta:

c(]] J(u,) 1)l J(a) HXS(T(JuE) TECIO DRI I I (u) Hy o
da cui, dividendo per ]IJ(ug)[& #0, si ha

eIl 3 ta Iy <l wgll

E' ovvio allora che esiste M costante indipendente da

e tale che I!J(ue)l“<SM’
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b) Sia v.=Ju.=Ju_, v, >V in X el|v
j 5" 3
Per ipotesi J(H) = V & denso in X. Sia v eV, v=J (h) per

NI W .

J

qualche h ¢ H. Sia qo=(Tv-wo,v—vo)=(Tv,v—vo)+(wo,vo—v). Poi

-~

che v,
J

>V 2
o]

(Tv,v—vj)-+(Tv,v—vo) (wo,vj—v)-+(wo,vo—v)

dove u. e v. verificano (5.1) cioé e.u.+J'Tv.=J"'(w ),
J J J 3 J O

e per j fissato risulta: (wo,vj—v)=(wo,J(uj—h)=(J wo,uj—h).
Ora . ,u.-h)+(J'Tv.,u.-h)=(J" ;u.-h
ej(uj, 3 )+ ( 5 u )={( (wo) 5 )
. 2
da cui J’ ,u.-h)=(Tv.,J(u.-h))=-e.(u.,h)+e. . P
i (3" uy=h) =TV, 3 (u -h)) -y (ag,h)vey [y |y

r(TVj,vj—h)—ej(uj,h)
e quindi (Tv—mo,v—vo)> ¥im {(Tv—ij,v—vj)—ej(uj,h)}2
2_IIH'{€j(uj’hn'
Dungque (Tv=w_,v-v )3 - Ifﬁ{ej(uj,h)}. (5.2)
Ancora dalla (5.1) moltiplicando scalarmente per uj,

] 2
. + . )= A ’ . & y ’ i i -
ejl|u1||H (TVj,V]) (wo VJ)< M, M1 costante indipenden

te da j.



Inoltre (ij,vj)=(ij-T(O),vj—0}+(T(O),Vj)2
>“H T<O)“x7HVij> - Mzr
conb%costante indipendente da j. Quindi
el u, [P oem, + M, = M2 —> || /eLulll < M
jtoat T 2 3 373 3
Allora . (u.,h)g \/E“ Ve .u, h < M Ve .- 0 oY~ -+
gy VSVl Bl € w75 0 pers
Dalla (5.2) segue (Tv—wO,VMvO} >0 ¥ veV.

Per estendere la disuguaglianza a tutto X, prendiamo
. ~ ’ k
v<;X,{vk} e V, Vi, TV Poiche Tv, = Tv, segue (Tvk—wo,v —vo)+
>(Tv-w ),v=-v_ ) da cui (Tv-w_,v-v ) 20 ¥ voeX.
o o o o

Allora per vt=vo+tu segue, dividendo per t >0, che

Poicheé Tv£-TvO, risulta (Tv-wo,u)z 0 ¥ ueX, da cui

™V = w .
o o)

Oss. 5.1.Sfruttando il metodo di superregolarizzazione el-

littica, si pud con opportune modifiche dimostrare il teo-

rema 5.2 che prevede un operatore monotono densamente de-



finito in X, anziché definito su tutto lo spazio.

Gli autori applicano poi i teoremi 5.1 e 5.2 allo stu-
dio di un sistema differenziale ellittico cuasi lineare

nella forma generalizzata:

: . . r .
doveyauna funzione r-vettoriale su Q, Q<R aperto limita-

. . r
to con frontiera liscia. Sia & = {Ea :{ulém,%}éR } un vet-

~

tore in uno spazio oppatuno R“tale che ogni componente &
la derivata di una funzione r-vettoriale u di ordine < m.

Per ogni multiindice o con |o|<m sia

0 ‘ ;
Yo sia A Q xR +R" misurabile nella prima variabile, con
tinua nella seconda, ed esista 1 <p <+ = c >0 tali che
P-1 a
la (x,8)] < ca+leg]™ ) V(X,E) €2 X R".

Sia Wm’p(ﬂ)={u[u funzione r-vettoriale con componenti
in L (@) ;

p%u per |al<m ha tutte le sue conponenti in LP(Q)},
con derivate prese nel senso delle distribuzioni. E' noto

che WP & uno spazio di Banach riflessivo separabile ri-



1

o
spetto alla norma[lu[]m o” T || D ulhp 1P,
. f o] <m
Per p = 2 WJ’Z(Q) & uno spazio di Hilbert con pro-
dotto scalare:
(u,v) = L (DQu,Dav)LZ
al <3
. . n n .
Per Sobolev sappiamo che se j>m + 5~ 5 si ha

Wj'z(Q) c W'P(Q) con immersione J compatta.

Siano poi Wg’z e Wg’p le chiusure di C: rispettivamente

in Wj’2 e WP,

Def.5. Assegnato f funzione lineare su Wom’p(ﬂ), si dice che
u & soluzione del problema di Dirinlet per A(u)=f nel senso

variazionale su { se
uew’g"p(m, v vew‘g'P(m: a(u,v)=(£,v),

dove a(u,v) & la forma generalizzata non lineare di Dirichlet
che corrisponde alla rappresentazione di A(u) nella forma di

divergenza, cioé

a(u,v)= b (~1)“lhAu(x,u,...,Dmu), Dmv)°
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Sussistono i due seguenti teoremi, la cui dimostrazio-

ne segue dal teorema (5.1).

Teorema 5.4. Supponiamo che la forma a(u,v) soddisfi le due

seguenti ipotesi :
(1Y a(u,0-v)-a(v,v-u)z 0 s u,V‘eCz(Q)
(condizione di debole ellitticita)

(2) af(u,u) >C(||u|h’p)llu|h’p ¥ u eCZ dove c(r) -~ +» per

r+w  {condizione di coercivita).

Allora il problema di Dirichlet nel senso variazionale

per A(u)=f su Q ha almeno una soluzione u per ogni f in

erp(m- .

Oss. 5.2. Le ipotesi 1) e 2) valgono ovviamente se

(1) S Ve eR® WxeQ Y <A (x,8)-A (x,n),&, - n_>30
: ) o a (¢}
|o|<m

e WEcRY, <A (x,8),E >3¢ I€|p-c%

(11) - c,cy >0 ¥xe
| o] <m

Teorema 5.5. Sotto le ipotesi del teorema precedente ¥ €> 0

il problema di Dirichlet nel senso classico per l'eguazione

differenziale di ordine 23 della forma

8(—1)8A3u + A(u) = £ 9 > m + 5



ha un'unica soluzione u€ Per

Wz’p(Q) ed ogni limite debole
& una soluzione generalizzata

per Au = f.

Oss. 5.3. Per o>m + Browder

2

generalizzata del problema di

nale per l'equazione

E(—1)8Aa

& una soluzione classica (cfr.

u + A(u)

g--0, gli u_ sono limitati in
di una sottosuccessione di uE

del problema di Dirichlet

ha provato che la soluzione

Dirichlet nel senso variazio-

= f (x)

[41).



§ 6. L'alternativa di Fredholm per operatori non lineari

di tipo monotono.

Un importante contributo allo studio celle equazioni al
le derivate parziali non lineari tramite lé teoria degli o-
peratori monotoni & stato dato da Neéas che in un lavoro
del 1969 dimostra un teorema sull'alternativa di Fredholm
per operatori non lineari di»tipo monotono (cfr. [281]).

Denotati con B uno spazio di Banach complesso, B'"lo
spazio antiduale di B, cioé& lo spazio delle forme antilinea

’ Y,
ri- di B, e con (f£f,u) la dualitd tra B' e B, NeCas prova il

seguente risultato:

Teorema 6.1. Sia A: B+ B' limitato, continuo sui sottospa-

zi di dimensione finita di B, coercivo, cioé& lim lau,w | _ .
Il uall
sia A: BxB~B' limitata, tale che
A(u,u) = A(u)
¥ ueB: v—+ﬁ(v,u) & semicontinua

(1) ¥ u,veB: Re(A(u,u)-A(v,u),u-v) 20.

>0,

Se u-——=u, se (A(un,un)—A(u,un),un—u)
allora ¥ veB i(v,un)-~§(v,u) in B'.
Se u-—u, se i(v,un%**v' in B', allora

(A(v,u_),u )—>(v',u).
n' ' n

Sia S:B + B' continuo dalla topologia debole nella to-



pologia forte, (S(u),u) 20 ¥ ueB.

Supponiamo infine che A e S siano a - omogenei e
; 1 +o
(Tu,u)> ¢ || ul c > 0.

Fissato A>0, vale una delle due seguenti condizioni:

(i) Ju=0 * A(u)=AS(u) = 0
(ii) - Ay = A - A8 & regolarmente surgettiva, cio&
¥ £ B' || £l < R<+® JueB, [u]l cr<se dn u=f

Poiché la dimostrazione & piuttosto complicata, daremo
gqui la dim. di un altro teorema, dovuto a Hess, che stabi-
lisce l'alternativa di Fredholm per operatori non lineari
sotto differenti ipotesi di monotonia(cfr.[201).

Ricordiamo le seguenti definizioni, introdotte rispet-

tivamente da Brésis e da Browder.

Def. 6.1. Un operatore T di uno spazio di Hilbert in sé

si dice pseudomonotono se u-—u, limsup (Tun,un~u)s 0 =—>
liminf(Tun,un—v)z(Tu,u—v) ¥ v e H.

Def.6.2. Un operatore T di uno spazio di Hilbert in sé& si

. . . + .
dice di tipo (5) se uﬁ—~u, lim sup (Tun,unvu)g 0==>un+ .



E'immediato provare che se T & demicontinuo di tipo
(S)+, allora T & pseudomonotono. Hess prova i seguenti teo

remi di esistenza:

Teorema 6.2. Sia T: H-»H demicontinuo, pseudomonotono e

coercivo. Allora T(H) = H.

Teorema 6.3. Sia T —H demicontinuo, pseudomonotono, limita-

to,

(Tu,u) [ S

W | | >+ lu]]—> =
Allora T(H) = H.

Questi teoremi, che come si & giid osservato sono casi
particolari di disuguaglianze variazionali e seguono, nel
caso di operatori monotoni, come corollario del teorema 4.1
di Browder o con il metodo di superregolarizzazione ellit-
tica di Browder e Ton, sono gui dimostrati con argomenti di
grado topologico. Per trovare l'omotopia ammissibile, Hess
prova il seguente lemma, riferito ad applicazioni in due
variabili di tipo monotono nella seconda (applicazioni sif
fatte sono state utilizzate per la prima volta da Hess in

£171).

Lemma 6.1. Sia At(u) = A(u,t): Hx[0,1]1+H un'applicazione



verificante le seguenti pronrietd:

(1) vt fissato, At: H-+H & demicontinuo e di tipo
(s™) ;

(ii) At é continuo in t, uniformemente ¥ ou EER;

(1ii) Al & dispari su SR;

oppure

(iidi)’ (A1u,u)2 0 ¥ uezSR.

Se A, u=0 ¥ ueS, ¥ tc[0,1], allora Ju_eBg: Aju_ =0

Dimostriamo infine l'alternativa di Fredholm per ope-

ratori non lineari nella versione semplificata di Hess.

Teorema 6.4. Sia T: H-+H un operatore lineare limitato di

. + .
tipo (S'), N: H-H un operatore completamente continuo ta-

le che

1lim HNu” _

[l ul| ~+ [u]] ~ 0.

Se Tu = 0 implica u = 0, allora (T+N) (H) = H.
Dim. Supponiamo che Tu = 0 implichi u = 0 e sia f ¢ H. Poniamo

Atuz Tu+ (1-t) (Nu-£) u e H 0=t

IA
RN

. . N . . +
Proviamo che, fissato t, At: H-+H e di tipo (S) .



Infatti se u—=u, lim sup(Atuh,un—u)s 0,

poiché Nun+ Nu, risulta
limsup(Tun,un—u)=limsupg%phﬂ%fu)f(1—t)lim(ﬂun—f,un—u) =»

= limsup (Atun

,unfu) <0
, + :
Poiché T & di tipo (S] segue che u >u.

Proviamo ora che esiste R >0 tale che
A, u=0 per qualche tel[0,11, ucH=>|| ul| <R.

Supponiamo per assurdo che esistono due successioni

{t Ye{u } con |ju_||] ++~ tali che A, u_ = 0.
n n n t, n

u
Sia v_ = e supponiamo che v~v_e t=>t (a meno
n Iﬁn][ n o n o

: Nu_-f .
. . . NS - (1= n .
di un'estratta). Poiché 0 Tvn (1 tn) —Wilr ed il secondo
addendo tende a 0, dalle ipotesi segue che
. » " — __> R
Tvn+ 0 e quindi (Tvn,vn vo) 0

Poiche T & (S+), si ha che Vn-;vO #0 e quindi

Tvn-+TvO, il che & assurdo



Dal lemma (6.1) segue facilmente la tesi.

Applicamo ora il teorema sull'alternativa di Fredholm
a problemi'alla frontiera non lineari ellittici.

Sia Q<R" dominio limitato con frontiera liscia 9Q. Si
consideri il probhma. alla frontiera per l'equazione diffe

renziale
(=Au) (x) - Au(x) + p (x,u(x) = £(x)

dove p:  x R~R & una funzione verificante le condizioni

di Carathodory, Ae¢R, £ €L2. Supponiamo per semplicita che
Ip(x,t) <y V(x,t) e x R.

Le condizioni alla frontiera determinano la scelta del
sottospazio H, Hl(ﬂ)c:H<:H1(Q), che munito del prodotto sca
lare di H1, & uno spazio di Hilbert.

Siamo interessati alla ricerca di soluzioni deboli del

problema , cio& di funzioni ueH tali che

(%) J (Vu Vw=Auw + p (°,u)w)dx =! fudx ¥ weH
9] Q

Definiamo gli operatori T e N nel modo seguente:

(Tu,w)H = f

(Vu Vw - Auw)dx Yu,w € H
Q .



(Nu,LJ)H = J p(s,u)w dx Yu, w e H.
9

Sia infine Ie cH tale che (gf,m)H=ﬁ2f w dx ¥ weH.

Evidendemente u & soluzione di (%) se e solo se

+ = .
Tu Nu gf

Per applicare l'alternativa di Fredholm, basta osserva
re che T & lineare, limitato,di tipo (S)+, & N & completa-
mente continuo e limitato.

Si consideri allora il problema asintotico:

(xx) cercare Vv eH B'L2(V\7Vw-—kvm)dx = 0 ¥ we H.

Un numero A R si dice autovalore del problema lineare
se esiste v 2z 0 tale che (A,v) soddisfa la (**).

Dal teorema (6.4) deriva allora banalmente la seguente

proposizione:

Proposizione 6.1. Se Anon & autovalore del problema asinto-

tico, allora il problema ha soluzione per ogni £ eLz(Q).



§ 7. Operatori di tipo monotono.

Finora abbiamo studiato operatori monotoni di uno spazio
di Banach nel duale.

Per poter risolvere problemi pid generali di esistenza
di soluzioni di equazioni differenziali parziali non linea
ri, sono state introdotte varie generalizzazioni del concet
to di operatore monotono, come gli operatori pseudo-monoto-
ni intfodotti da Brézjs a livello di spazi vettoriali in
dualita (éfr.[Z]) e gli operatori massimali monotoni studia-
ti- per spazi di Hilbert da Minty (cfr.[26]) e per spazi di
Banach riflessivi da Browder (cfr[11]).

Vogliamo ora introdurre, seguendo un lavoro di Hess del
1973 (cfr,[18]), la definizione di operatore pseudomonctono
generalizzato e di operatore di tipo M, di cui i preceden-
ti operatori sono un caso particolare.

Estenderemo poi a questi due nuovi tipi di operato:: al
cuni risultati precedentemente trovati sulla esistenza di
soluzioni di equazioni funzionali.

Siano W, V spazi di Banach riflessivi separabili, WcV
con ingeziong. continua. Detti W' e V' i rispettivi spazi
duali, V'c W' nel senso che se feV', la restrizione 4i
faw appértiene a W'. Si denoti con il simbolo (-,-°) la pa

ritd sia tra V e V' che tra W e W'.

Def.7.1 Sia T un'applicazione con WeD(T)cV e R(T) cW'; T si



dice di tipo M rispetto agli spazi W, V se

(1) T & continuoc dai sottospazi di dimensione finita di
W nella topologia debole di W'.

(ii) Se {vﬁ}ezw, gevV', v>uinV, Tvd~qlw in W' e
lim"(Tvn,vn)s(g,u), allora ueD(T) e Tu = giw.

Oss. 7.1 Per V = W la definizione coincide con quella da-

ta da Brézis in [21.
Def. 7.2 T: WeD(T) ¢V » W' si dice quasi limitata se per o-
-gni successione Ve-u in V, v e W,(Tvn,vn)s o) [mnlhf con c

costante, '{Tvn} & limitata in W'.

Sussiste il seguente teorema, evidente estensione del

teorema 4.1.

Teorema 7.1 Sia T applicazione quagsi limitata di tipo (M)

rispetto agli spazi W e V, coerciva cioé i%v,vl + + o per
v .
[| vI||]. » +e, veW.
v
Allora ¥f e V' Tu = fiw ha soluzioni.
2
Dim. Basta dimostrare la tesi per £ = 0 perché altrimenti

si applica il teorema a Tfu = Tu—f|w' ue D(T), che risul-
ta ovviamente un operatore quasi limitato, di tipo (M) e

coercivo.



Poiché W& separabile, esiste una successione crescente
‘{Wn} di sottospazi di dimensione finita con U W_ densa in
n
i T e . . : 1. W il
W. Sia per n e n jno Wis W - ingezione e jn-. W ‘*V/n la
trasposta. Per la (i) della definizione 6.1 segue che

-

Ts : W —*W‘n & continua rispetto alle norme di W

T, =3 In n

]
0 n
e W' e quindi, essendo tutte le norme su Wn(e Wé) equivalen
ti, T; & continua rispetto alle norme di V e V'. Poiche T

& coerciva, esiste R >0 abbasthza grande tale che
(T,v,v) >0 ¥ v eWn, HvHv=R. (6.1)

Proviamo ora che esiste vﬁezwn,llvnfb <R, Ty v, = 0.

Basta provare che T, & omotopica all'identitd e quindi
deg(Tn,BR,0)= deg(I,BR,O)= 1 =20 da cui la tesi.

Considerata infatti Hn(t,v)= tTnv + (1-t)v, Hn & un'o-
motopia ammissibile cioé t TV + (I-tiv =0 per[[v]lv = R
come segue immediatamente dalla k6.1).

Osserviamo ora che vou in V a meng. di un'estratta e
quindi, poiché (Tvn,vn)==(i[',n vosvy) = 0= (0,u), l'ipotesi

di guasi limitatezza per T implica che]]Tvﬁfu, & limitata.

Se w e UWn,w eWn per n grande e gquindi
n

I
(]
I
=
e

(Tvny w) = ('I‘n vn,w)

Se w €W, esiste {0} ¢ UW.., w - w in W
k non K



Poichd W' & riflessivo, Tva*y', y'e w'

o
Il

(Tvn,“k)+(y',w) Ywe W=>y' =0
cioé TvnA'O in W'. Dall'ipotesi (ii) segue che ue D(T)e Tu =

Supponiamo ora che gli spazi V e W soddisfino anche
le seguenti proprietd: V & localmente uniformemente convesso
e V' é‘strettamente convesso.

Consideriamo ora una sottoclasse della classe delle ap-

plicazioni di tipo (M) rispetto a W e V.

Def. 7.3 L'applicazione T: D(T) »V', WeD(T)cV, si dice pseu-

domonotona generalizzata rispetto agli spazi W, V se valgo-

no le seguenti ipotesi:

(1) T & continua dai sottospazi di dimensione fini-
ta di W nella tipologia debole d. W%

s ] . : . . v
(ii) se {un}eW, geV', v.> uinv, Tv- 9|, in W' e

lim" (v _,v _)<(g,u), allora ueD(T), Tu=g e
n n IW

(Tvn,vn) > (g ,u).

Oss. 7.2. Per V = W si riottiene la definzione di operatore

pseudomonotono generalizzato introdotta da Browder e Hess

(cfr.[121).

0.



Def. 7.4 L'applicazione T: D(T)~+ V' soddisfa la condizione
(C) se assegnata una successione {Vn}ew, e un elemento g e V'
tali che

vﬁ»u in V, Tvﬁ* g{w in W' e lim"(Tvann)s(g,u), segue

che ' N

TV > glWw" in W'.

Si pud dimostrare il seguente teorema:

Teorema 7.2 Sia T.un'applicazione gquasi-limitata, pseudomo-

notona generalizzata che soddisfa la condizione (C). Se

(Tv,v)
frvle + 51 > e VI, >+ voeW
e T, b e
allora ¥ £ eV' l'equazione Tu = £, ha soluzioni.

Lo

Applichiamo ora il teorema 6.1 per risolvere equazio-
ni fortemente non lineari della forma

B

(7.1) (Tu) = s -nlel g s (F)DPU G0 +p (u () =F (x)

)
!OL[:!BIS1
Supponiamo CEPE m=>1, aperto limitato con frontiera
liscia. Tutte le funzioni sono a valori reali. Supponiamo i-
noltre:

(7.2) a e LT, o], |8]<1;

ol



(7.3) . p: R+R continua con p(t)t =0 ¥ t eR.

Il problema (7.1) & fortemente non lineare perché non

ci sono restrizioni di crescita per il termine non lineare

p(u).

Sia V sottospazio chiuso che determina le condizioni

=

v Dail'ipotesi

al bordo H;(Q) cveH' (Q) con [| - |1.

(7.1) segue che la forma bilineare

a(u,v) = a g (X)DBu(x)Dav(x)dx

T
la,8]<1 ‘0
& definita e continua ¥u, veV. Percid esiste un operatore
TO: V +V' lineare limitato tale che a(u,v)=(TOu,v) Yu, veV.

"’ T

1
Siaw=H (Q)nvV, m1>1 + [%],supposto ] ws
Per le immersioni di Sobolev, WcC(R). Sia V1 un sottoinsie-

m1'
me di V cosl definito:

v,= {uev: b(u(-))en (@), plul-)ul-)eL’ (@) }.

Ovviamente W < V1<:V. Fissato u«sV1, sia u' e W' cosi

definito:
(u',w) = sz(u(x)w(x)dx ¥ w ew.

Sia T1: V1—*W' con T1u=u' e b la forma semilineare



b(u,w) = (T, u,w) ueV1,w e‘/.W

1

Y] v
e sia T: V » W' definita ponendo Tou = Toulﬁv, ueV.

Y
Teorema 7.3 L'applicazione T = Tb + T1: V1-+W' & quasi limi-

tata e di tipo (M) rispetto a W e V.

Dim. Proviamo che T & limitata sul sottospazi di dimensione
finita.

Sia u > u inw aM, dim M < + @ ==u_ ~u in C(Q)

Poiché p & continua e un+ u uniformemente,segue che

- 5 W
L}p(un(x))w(x)dx > sz(u(x)w(x)dx ¥ owe

a n
cioé T u T T u in W',

O n o

« m
Poiche u-u in WcH 1cH1=>DBun+ DBuiHL2 per |B]|<1
Allora
| = faaﬁ [pPu (X)—DBu(X)]DQN(X)dXIS[mathme e I
lal,l8]<1’0 " | o [l B8]«

1 0Pu_- pPull|p w2
e quindi a u —- T.,u in W'

n 1

Proviamo ora la (ii) della definizione (6.1). Sia
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{vn} ceW, geV', v —~u in V Tv_ — I w in W' e 1im"(Tvn,vn)s
<(g,u). Allora vn‘*u in Lz, e guindi v, T u g.0. su Q. Allora
p(vn(-)Nn(-) & una successione di funzioni non negative che
converge a p(u(+))u(-) g.0. in Q.

. v
Poiché (Tvn,vn)=(T1 vn,vn)+(TO vn,vn) segue ghe

"
lim"(T1 vﬁ'vn)+lim"(To vn,vn) < (g,u).

A,
Poich@ TO 3 limitato, il secondo addendo & limitato e

quindi lo & anche il primo cioé:

(%)

. " — 3 " {
lim (T1 vn,vn)—llm JQp(vn‘(x)vn(x)dx sKO

con KO costante reale.

Per il lemma di Fatou segue che J p(u(x))u(x)dxsKo, per
Q
cui p(u(=))u(-) €L1.

1 (% %)

Poiché fp(t)l=]t] 'p(t)t per t =0, risulta

[p(t) | sK1p(t)t+ K per t eR, con K, e K, costanti.

2 1

Dunque p(u(-) eL1(Q) e quindi u ¢ Vq.

071—-5

Fissato 8>0 arbittario e x ¢ @, risulta vn(x)s oppure

. , vy
'P(Vn(X))l sép(vn(x))vn(x;.
Fissato QO<:Q, QO misurabile, segue dalla relazione(x)che

Jle(vn(X)ldx < CIQO]~+6J90p(vn(x))vn(x)dx SC;QOI-+26 K,

con C costante dipendente solo da §. Allora la successione
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di funzioni'{p(vn(-))} ha integrali  equiassolutamente con
tinui e quindi, per il teorema di convergenza di Vitali,

segue che
. 1
p(v () + p(u(-)) in T (Q)
cioé (T, v_,w)= p(v_(X)w(x)dx> | p(u(x))w(x)dx perae W
1T n Q n Q
Poicheé v, ,—u in V e To & lineare continua per le topo-

logie forti e quindi anche pér quelle deboli,Tovn—»TO u

in V'. Allora

T - 3 C = - 3
{ v Tovn,@) (T1vn,w) - (gIW Tou,w) ¥ ow e W.

Per l'unicitd del limite segue che

(T1u,w)= { pu(x))w(x)dx (gl - %ou,w) ¥ w e W

Q W 17

e quindi T = g!

W

Proviamo che T & quasi limitata.

Sia v —-~u in V, v_eW, (Tv_,v )< cl||v_ || .
n 'n n’ 'n n'' v

Per il principio della uniforme limitatezza, ogni suc-
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cessione debolmente caonvergente risulta limitata in norma

i i v <M
e quindi (Tvn, n)

¥nelN.

H

Dalle precedenti considerazioni,segue che

L

v 7 T u ! in V' e quindi
o o .

Allora Tv_~Tu in W' e quindi ][Tvnlﬁf[ & limitata.

W

Def. 7.5 Una funzione u si dice soluzione variazionale del-

l'equazione Tu = £, con f ¢ W' dato, rispetto alle condizio-

ni al bordo imposte da V se

1) uev, i3)  a(u,w)+b(u,w)=(f,0) Vo<W ciod Tu = f.

Dai teoremi precedenti seque immediatamente:

Teorema 7.4 Sia T operatore

soddisfa le ipotesi (7.2)

alv,v)+b(v,v)

e

differenziale del tipo 6.1 che . .

(7.3) . Supponiamo

Y
|

(
.

)
v

Allora il problema Tu

zionale ¥ £ eV'. o

> + o per |[|v]]—> 4+ kv <W:

f, ueV ha una soluzione varia- .



Oss. Il teorema generalizza un precedente risultato di Gos
sez che, sfruttando gli operatori monotoni, ha studiato una
equazion® del tipo (7.1) nelle ipotesi che la parte non linea-

ri di T sia autoaggiunta e p cresca monotonicamente (cfr.

£151).
Studiamo ora problemi al contorno per equazioni del tipo
(7.4)" (Tu) (x) = (au) (x) + p(u) (x)) = £(x)

dove p: R+R pud come prima avere crescita esponenziale,

Q < Rm, aperto limitato con frontiera liscia, (au) (x) =

- Z(-1)]&1DuAm(x,u,Du(x))-
lal< 1. )

Supponiamo inoltre:

(7.5) Ogni Adzﬂxﬂb¢mm

>R verifica la condizione Carathéo
dory, cioé Aa(x,n,’g) & misurabile in xeQ per n eIR ,
e

g sﬂim, e continua in (n,&)per g.0.x ¢ Q. Inoltre e-

sistonoc e g, 1<g <+ =, tali che

=1

g Geon,8) [< e (+[n] 9T e ]9 per Jal<t,xen, (n,6)e mxm™

(7.6) £ (A (x,n,E)=A (x,n,&))(5~-E"' )>0 per £ =& g.0.x Q.

laf=1 *© -
- 1 -
(7.7) Z (A ,n,E)¢& - > + ® per|f]o+® g.0.x € Q
la]=1 © “ IE|+{Efq ! In|] limitato



Sotte le precedenti ipotesi la forma (non lineare)
a(u,v) = I J Aa(x,u(x),Du(x))Dav(X)dx
|

& definita per u, veV, dove V & il sottospazio chiuso che
descrive le condizioni al contorno, Wg’q cV cw1'q. Inoltre e-
siste TO: V +V' continuo limitato tale che a(u,v)=(Tou,v)
per ogni u, veV.

Si prova che To & un operatore pseudomonotono generaliz

zato (cfr.[241]).

Supponiamo infine che la funzione p oltre alla (7.3)
soddisfa 1l'ipotesi:

(7.8) ¥e> 0 o K_30 = ¥t, s eR p(t)szep(s)stK_(T+p(t)t).

L=

m4 E
Posto W=W ‘3(Q) av conm, > 1+[§] e || -

1 h,mwccm)

v
Definiamo V1,T1, TO come prima.

Si dimostrano i seguenti teoremi:

Teorema 7.5 T = T1+%O: V, >W' & quasi- limitato, pseudomo-

1

notono generalizzato rispetto agli spazi W, V e soddisfa la

condizione (C).

Teorema 7.6 Supponiamo che l'operatore differenziale T sia

del tipo (7.4) e soddisfi le ipotesi sopra elencate. Se va-

le la condizione di coercivita



a(v,v) + b(v,v) ot ilvib b te, v e W,
T~
allora il problema Tu = £, u eV, ha una soluzione variazio-

nale ¥ £ ev'.

In un successivo articolo dello stesso anno Hess (cfr.[19])
considera operatori differenziali ellittici fortemente non

lineari della forma T = A+ B

B

dove Au(x) - = L (—1)’u‘Daé (x)D"u(x)

lalBlct of

espressione lineare ellittica ha coefficienti a esz(Q)

aB

e Bu(x)= I (—'l)lY!DY by(x,u(X),..o,Dtu(X)) £ <s5-1

& fortemente non lineare nel senso che non ci sono restri-

zioni di crescita per le bY

Posto a(u,v) = z 'J a DBu Dav dx forma bili-
lal/]/Blcs ‘0 ap
neare associata ad A&
. . y
e b{u,v) = )X J b (¢, u,...,D u)D'vdx forma
lvyl<t ‘0

semilineare associata ab

cerchiamo una soluzione u éKer1 della diseguaglianza

a(u,w-u)+b(u,w-u) = (f,w-u) YweK n W {*)



dove V1 Xx W,WcV, cV & un sottoinsiene denso di V x V su .cuil

1
& definito b e KcV & un chiuso convesso.

Poich&, come si & gid visto, gli operatori differenzia-
1i suddetti danno origine ad applicazioni di tipo monotono,v
Hess studia prima diseguaglianze variazionali per applicazio
ni astratte di guesta classe e poi applica i teoremi trova-
ti per risolvere la diseguaglianza (%) sotto opportune ipo-
tesi per A eB .

Nel caso particolare t = 0 sussiste il seguénte risul-
tato:

Sia’ pu(x)= p(x,u(x) dove p;Q x R+ R soddisfa la condizio-
ne di Carathéodory, p(x,t) €& essenzialmente limitaﬁa per‘t |

limitata e p({x,t)t =0 per g.0. x e e £t ¢ R.

Posto V, = {uev: p(-,u) eL1(Q), p(e,0)u éL1(Q)} sia
bhhm='[phnnwdx uevwweVan
Q : o
b(u,u)=irvp(°,u)u dx ue vV, .
Jo 1
Supponiamo aaBEL@, la] , |8] < s
2
a(u,u)z cllull © - cecIrR ¥ ueV.

L

Preso K <V chiuso convesso, 0 ¢ K supposto infine che

a(v,v) | .. }lvlk s 4o v e K



sl dimostra che

¥ fev' 4-u e K n v, tale che

a(u,w-u) + b(u,w-u) = (£f,w-u) o ¥ we KnL"~ (Q) .



§ 8. Operatori accretivi.

Le precedenti definizioni di operatore monotono o di
tipo monotono valgono tutte per operatori definite su uno
spazio di Banach o su un suo sottoinsieme a valori nello
spazio duale . Vogliamo (&ra dare una generalizzazione del
concetto di operatore monotono per applicazioni di uno spa-
zio di Banach in sé& che permettera di stabilire nuovi risul
tati di esistenza di soluzioni di equazioni funzionali ed
importanti teoremi di punto fisso. E' noto che negli spazi
di Hilbert, dove la dualit3 permette di identificare lo spa-
zio con il suo duale, si pud sfruttare la teoria degli o-
peratori monotoni per trovare teoremi di punto fisso. Ad e-
sempio, osservato che se T: H-H & non espansiva I - T & mo-

notona, dal teorema (3.4) segue:

Teorema 8.1 Sia KcH chiuso convesso limitato di H spazio di

Hilbert e T: K +K non espansiva. Allora T possiede un sot-

toinsieme di K non vuoto chiuso convesso di punti fissi.

I1 fatto che un analogo teorema sussista anche in spazi
di Banach uniformemente convessi, suggerisce allora 1l'idea
di estendere la nozione di operatore monotono e costruire u
na nuova teoria in mod© da ottenere come conseguenza i teo-
remi di punto fisso in spazi di Banach. Fondamentale in ta-

le senso & il contributo di Browder che deriva una teoria



di punto fisso per applicazioni non espansive dalla esisten-
te teoria degli operatori monotoni (cfr.[6], [7])e successi
vaﬁente deriva una teoria generale per operatori accretivi
dalla teoria di punto fisso per applicazioni non espansive

in spazi uniformemente convessi (cfr.[9] ,[101).

Def. 8.1 Un'applicazione T: D(T) »R(T), D(T) e R(T) sot-

toinsiemi di uno spazio di Banach reale, si dice accretivo

se:
¥ ;‘ewf): (T(x)=T(y),0) 20  Vawe J(x-y)
dove Je X—+£<é'definita ponendo
3x) =lwlw X', (w,0)=]] x| %, || 6| = |] x|}

E' noto che se X' & strettamente convesso i, J & un'applicazione
ad una golvalore di X in X' continua dalla topologia forte

di X nella topologia debole stellata di X'.

Oss. ©Se X & uno spazio di Hilbert, gli operatori accretivi

si riducono ovviamente a quelli monotoni.

Per quanto riguarda i legami tra applicazioni accreti-
ve e non espansive, si pud dimostrare che:
1) Se U & un'applicazione non espansiva di D(U) in X, allo-

ra I - U & accretiva da D (U)in X



2) Se{U(t),t>0} & un semigruppo di applicazioni (non li-
neari) di X in X con generatore infinitesimale T, allora
tutte le applicazioni U(t) sono non espansive se e solo se

- T & accretivo.

Le due proprieta precedenti permettono di provare il

seguente teorema (cfr. [101])

Teorema 8.2 Sia X uniformemente convesso, C chiuso conves-

so limitato di X, G aperto di X contenente C e tale che C
ha distanza positiva da X - G. Sia U: G- X non espansiva che

porta la frontiera di C in C. Allora U ha un punto fisso in C.

Browder estende inoltre risultati di esistenza di so-
luzioni di equazioni funzionali per operatori monotoni di u-
no spazio di Banach nel suo duale dimostrando i seguenti teo

temi :

Teorema 8.3 Sia X spazio di Banach uniformemente convesso

con X'unif. convesso, T: X »X demicontinuo, accretivo, coer-
civo, (|| Tu|l -+ + = per || u|l > +=).

Allora T trasforma X in sé.

Teorema 8.4 Sia X spazio di Banach uniformemente convesso

con X' uniformemente convesso, T e TO: X +X accretivi.

Supponiamo che:



(a) R(T +I) = X, D(T) denso in X;

(b) ’ T: X +X demicontinuo e trasforma limitati in
limitati;

(c) || (T + TO)uH ~ + o per ||uf| »+%, ueD(T)

Allora
Yoe W JuedD(Ms' T + T (w) = w.

Per le dimostrazioni, si veda [9]. Osserviamo che que-
sti risultati sono molto simili a quelli provati da Brow-
der e Ton per operatori monotoni, perd sfruttano tecniche,
quali proprietd di semigruppi, completamente diverse dalla
super—regolariziazione ellittica e dalla teoria delle dise-
guaglianze variazionali.

Ricordiamo infine che gli operatori accretivi si appli-

cano anche allo studio di equazioni di evoluzione del tipo

QU L p(t)ult) = £(t,u(t))

con la condizone iniziale u(0) = X -
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