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INTRODUZIONE.

Fin dai tempi di Polya, & nata la questione di generalizzare ad
equazioni di ordine n:

y(n) + pl(x)y(n—l) ¥ oeee + pn(x)y =0

la teoria di Sturm-Liouville valida per quelle del 2° ordine. Uno degli
strumenti che si sono rivelati pit utili & la fattorizzazione dell'equa~
zione suddetta in un prodotto di operatori del 1° ordine:

n n-1
y( ) + D (x)y( ) + «eo +p (X)y = _(X)Dr D...r Dr.y ,
n n+1l n 2 1 ,

-

dove ri(x)>-0 per 1<i<n+l e D=d/dx. Tale fattorizzazione & possibile,
in virtd di un noto teorema di Polya, se e solo se ogni soluzione non-
banale dell'equazione:

Ly = y(n) + pl(x)y(n_l) +oees + pn(x)y =0

possiede meno di n zeri, nel qual caso si dice che l'operatore diffe-
renziale L & disconiugato.

Recentemente c'@ stato un rinnovato interesse per questa questione
ad opera di numerosi lavori di Elias e Ahmad-Lazer. Lo scopo di questa

tesi & di fare il punto sui contributi pill recenti.

Esamineremo dapprima le proprietd dei punti coniugati e delle solu-
zioni estremali dell'equazione che costituisce 1l'oggetto principale dei
lavori considerati:
(*) Ly + p(x)y =0 ;
dove L & un operatore lineare disconiugato e p(x) & una funzione conti-
nua di segno costante (Elias [6 ] estende i risultati di Johnson [16]
e Nehari [26] ).

Successivamente ci interesseremo dei risultati ottenuti da Elias

{10] per il problema di multipunti relativo all'equazione (*) con n




condizioni al contorno imposte agli estremi dell'intervallo conside-
rato e di quante ottenuto indipendentemente da Ahmad e Lazer ['l] in
un caso pil particolare di condizioni al contorno ma con ipotesi meno
restrittive sulla p(x).

Particolare attenzione verra dedicata al problema di autovalori:

Ly +Ap(x)y =0,

con y soddisfacente opportune condizioni al contorno.
Nell'ipotesi che L sia disconiugato, Krein ( [18] ’ [19] ) prova la
esistenza di autovalori per questo problema e dimostra alcune proprie-
ta degli zeri delle autofunzioni, applicando la teoria dei nuclei
oscillanti dovuta a Kellogg ( [347, [35] ), nel caso simmetrico,
e a Gantmacher ‘[33] , nel caso non-simmetrico.
Elias [9] ripropone ed estende questi risultati considerando condi-
zioni al contorno pili generali; inoltre egli utilizza per le dimostra-
zioni solo i metodi delle equazioni differenziali lineari e degli ope-
ratori disconiugati.

Quanto sviluppato da Elias permette ad Ahmad e Lazer [2?1 di
dare un'importante estensione all'equazione (*) del notoc teorema di

confronto di Sturm; l'esposizione di questo risultato conclude la tesi.




1. DEFINIZIONI E NOTAZIONI PRELIMINARI.

Un operatore lineare differenziale di ordine n:

L(y) = y(n)+pl(x)y(n—1)

+ ... +p (X)y p.€e C 1¢<ign,
n i

é detto disconiugato su un intervallo I, se ogni soluzione non banale

di L{y)=0 ha meno di n zeri su I (gli zeri multipli vanno contati con~

siderando la loro molteplicita).

Nel seguito verrdsempre supposto the pi(x)é c(1), i=1, ... ,n.

Se I & un intervallo compatto e aperto allora un operatore disco-
niugato & fattorizzabile su I in un prodotto di operatori del primc or-
dine ( cfr. Polya [27] e Coppel [5] ):

1 L = Dr D...r Dr
(1) (y) r Pt S0y
dove rk(x) >0 su I e D=d/dx.

Sia y una solugione dell'equazione Ly=0, e sia Loyzr Vs Ltyzrt 1d/dXL Vs
+ .

1 t-1

Loy, Lly, ,Ln_ly vengono dette le quasi-derivate di w.
L'equazione da noi presa in considerazione &:
(2) L(y)#p(x)y=0
dove L(y) & un operatore lineare disconiugato sd [O,+OO) e p(x) & una
funzione continua e di segno costante su [O,+Do ).
Quando esiste almeno una solusione non-banale dell'equazione (2) tale
che y(a)=0 e y possiede almeno n+k-1 zeri in [a,+ 0 ),si definisce il

k-esimo punto coniugato di a,"’\k(a), come l'estremo inferiore dei punti

x e (a,+ o0 ) tali che esiste una solusione non-banale dell'equzione (2) con

almeno n+k-1 zeri in [ a,x] e che si annulla in a.

E' banale verificare che, quando esiste, ”\ k(a)>a ed esiste y soluzione

di (2) con almeno n+k-1 zeri in [ a, ’V\ k(a)] e yla)=y( m k(a)) = 0.

Una tale funzione y verrd detta soluzione estremale per [ a, ’Vl k(a)] .
Consideriamo il seguente sistema di condizioni al contorno per 1'in-=

tervallo [ a,s]




[l
Q

ie {il, 'ik}

Ly(s) =0 Je%j,--- ) }
J n-k

(3) Liy(a)

1
L'+esimo punto estremale 4 (a), corrispondente al sistema (3) & 1l'i-esi-
Vi

mo valore di s in (a,re0) per il quale esiste una soluzione non-banale

dell'equazione (2) verificante il sisitema (3).

La corrispondente soluzione & detta soluzione estremale per ]:a,f% .a ], .
- i

Un importante particolare sistema del tipo (3) & il seguente:

Liy(a) =0 , i=0, ... ,k-1
Ly(s) =0 ’ j=0, ... ,n=k-1
J
che & eguivalente a :
i
y( )(a) =0 ’ i=0, ... ,k-1
(4) (3)
y“'(s) =0 , J=0, ... ,n-k-1

Sia y una soluzione dell'equazione (2), le n quasi-derivate verranno
considerate in un ordine ciclico cosicché Loy segue Ln ly. Siano xlg ...:sxr
gli zeri di Loy, cas ’Ln—ly in un intervallo [ a,b] in modo che zero co-
muni di quasi-derivate consecutive verranno considerate come zeri multipli,
ma indici distinti verranno usati per gli zeri di derivate non-consecutive
nello stesso punto., Indichiamo con: }
n(xi,y) il numero di gquasi-derivate consecutive che si annulla in xi;
ﬂ(xi,y) il numero totale di quasi-derivate di y(x) che si annulla in xi,

ciod )((x,,y) = 2 n(x_,y s
= i X.=C i
i

m(x_,y) la molteplicitd dello zero x._ .

i i
Quando il riferimento alla soluzione y(x) & ovvio,scriveremo semplicemente:
m(x_),n(x_ ), Y(x ).

i i i

Supponiamo ora che p(x) non si annulla in un sottointervallo di
[43,00) e sia E:E—xe [o,ov) | p(x)#o} . Denotiamo con S(co,...,c ) il nu-
—~ n

mero dei cambiamenti di segno nella successiong co,...,cn, i cui elementi

sono numeri reali diversi da zero. Indichiamo con:

S(y,a+)=lim S(L_y(x),-L y(x),...,(~1)" L y(x)) , xe[o0,00)-E
0 1 n
(5) x-»at
S(y,a-)=1im S(L y(x),L y{(x),...,L y(x)) , xe¢ [o,ao)—E .
- 0 1 n
X5 a




Loy,Lly, ese ’Ln-—ly hanno solo un numero finito di zeri in un intervallo

[ a,b] quindi i: limité in (5) esisteno, inoltre si ha che sgn[Liy(x—g)]
e sgn [Liy(x+£)] 3 0<1i< n-1,;sono definiti per ¢ sufficientemente pic-
colo. Lny(x) risulta di segno costante in (2-¢ ,x) e (x+§& ,%X), in que-~
sto caso con:sgn [Lny(x—a )) e sgn [Lny(x+ € )] intenderemo rispetti-
vamente il segno di Lny(x) in (x- € ;x)-B,(x+& ,x)-E.

Sia f continua in [a,b] . Un intervallo massimale chiuso contenuto
in [ a,b] su cui f risulta identicamente nulla verra detto un zero
componente di f (l'intervallo pud consistere anche di un singolo punto).
Noi diciamo che f cambia segno h volte in un sottointervallo di [a,b],

se esistono h+1 punti xl,...,x appartenenti a questo intervallo tali

h+1
che kaj)f(xj+l)< 8 per j=1;...,h. Diciamo che f cambia segno in un
intervallo se f cambia segno almeno una volta in questo intervallo.
Osserviamo che non sempre nella letteratura vengono usate le stesse
notazioni per i punti estremali e i punti coniugati, Ahmad e Laser [1]

ad esemplio, denotano l'i-esimo punto estremale corrispondente al sistema

(4) con ;f, qui abbiamo usato le notazioni di Elias [6] , [7] , (9],

[10].




2. PUNTI CONIUGATI 'v\ k(a) E SOLUZIONI ESTREMALI.

Se una equazione differenziale lineare di ordine n, a coefficienti
continui, ammette una soluzione non-banale con almeno n zeri in un inter-—
vallo [a,ﬁ] » ha senso considerare l'estremo inferiore dei punti x >a,
tali che 1l'equazione considerata & disconiugata in Ea,x] , & noto ( cfr.
Levin [2£} e Coppel [5] ) che tale punto s risulta maggiore di a e
che esiste una soluzione non-banale dell'equazione che possiede k zeri ipa
aen-kzeri ins ( 1€skgn -1 ) e che non si annulla in (a,s$.Il punto
s coincide con il primo punto coniugato di a, M 1(a),definit0 precedente—
mente,

-+ Per alcuni tipi di equazioni differenziali lineari & possibile ottenere
considerazioni analoghe per un generico punto coniugato ﬂ\k(a), nonché sta-
bilire la distribuzione degli zeri delle soluzioni estremali per [ a,’ﬂ k(aﬂ

e le proprietd della funzione /W k(.). Cid & ststo fatto da Leighton e

Nehari [20] per l'equazione:
(ry")" + p(x)y = 0

e da Hunt ['15] per l'eguazione:

(n)
+

(ry(n)) p({x) =0

Il caso dell'equazione (2), da noi presa in considerazione, viene studiato
da Johnson [16] con l'ipotesi che l'operatore L ha ordine pari e p(x)< 0,
mentre Elias [ 6] studia il caso generale; in ambedue questi lavori
vengono utilizzati i risultati di Nehari [ 26] per l'equazione (2).

I principali risultati ottenuti da questi autori possono essere rias-

sunti nei seguenti teoremi:

TEOREMA 1. Sia y(x) una soluzione estremale dell'equazione (2) per

[ a, ”\ k(a) ] . Allora y(x) ha esattamente n+k-1 zeri in [ a, M k(a)}




ed esattamente k-1 zeri distinti di moltepmicitd dispari in (a, M k(a) ).
Lo zero ”\ k(a) & di molteplicitd dispari [ pari} se p(x)2 0
[ p{x)< O ] .Se p(x)<0,allora y(x), Lly(x), eee ,Ln 1y(x) non hanno

n
zeri in ( A\ k(a),+ o0 ) e se (-1) p(x)€ 0, un'analoga conclusione vale

in [o0,a)

5 °
-

TEOREMA 2. "\ k(.) & una funzione continua strettamente crescente che &

defintita in un intervallo della forma [.O,b) , O€bs &0

I1 principale strumento per la dimostrazione dei teormi precedenti &

costituito dallo studio della funzione M(y) introdotta da Johnson { 16]

DEFINIZIONE. Sia y(x) una soluzione dell'equazione (2) che possiede nei
punti a = x <X < ... <X =b zeri di molteplicitd m(x ), ... , m{x )
1 2 r 1 r

rispettivamente. Per la soluzione y in [ a,b ] definiamo:

(o]
"
(0]

{i | m(x,)

pari oppure X =a © X =b }
i i

<
I

{ il m(xj) & dispari e a‘txj< b }

M(y) = 2o _m(x,) + 2 (m(x)) - 1)
ie I i jed J

LEMMA 1. Ogni soluzione y dell'equazioma (2) soddisfa M(y)< n.Inoltre
nel caso M{(y) = n si ha:

a) gli zeri di Lty (t=1, ... ,n-1) possono essere solamente o in punti
dove y(x) ha uno zero di molteplicitd maggiore di t oppure tra due zeri

consecutivi di Lt 1 ¢ e in questo caso sono zeri semplici ).

b) m(b) e n-m(a) sono dispari (pari) quando p(x)>» 0 (p(x)<@).
DIMOSTRAZIONE. Si assuma che y(x) ha nei punti a .= x1< eee < xr =b di
molteplicita m(xl), ces ,m(xr). Se denotiamo con si il numero degli zeri
di y(x) con molteplicitd maggiore o uguale a i,si avrd che s= 2{ si e il
numero totale degli =zeri di y in [a,Ejl contando le molteplicita, Es-

che
sendo la funzione rl(x) risulta dalla fattorizzazione (1) maggiore di zero




in [ia,b ] ’ Loyzrly si annulla in sl differenti punti di [ a,b] . Lly
per il teorma di Rolle si annulla in almeno sl— 1 punti tra gli si punti
dove si annulla Loy. Dunque Lly si annulla in almeno sl+ 32— 1 differenti
punti di [a,b] . Analogamente Ln_zy si annulla in almeno sl+ s2+ eaat
+:8 " (n-2) differenti punti di [ a,b] . Ancora per il teorema di
Rolle Ln—ly cambia il suo Segno almeno s—(n-1) volte in (a,b) e quindi

Ly cambia il suo segno almeno s-n volte.

Essendo p(x) di segno costante e poich& y cambia di segno solo nei punti
Xj con je J, segue che M(y)g< n.

Supponiamo ora che M(y) = n.

Da guanto visto in precedenza, M{y) = n se e solo se Lty (t=0, ... ,n=-1)
si annulla esattamrnte in sl¥ ces + St+l — t differenti punti (si osservi
che sn=0). Tra questi punti ci sono esattamente St+1 punti dove y(x) ha
uno zerag di moltepkicitd maggiore di t ed esattamente sl+ eee + st- t zeri
che per il teorema diNRolle sono collocati tra gli sl+ eee + st- (t-1)
punti dove Lt—ly si annulla. Per provare l'affermazione a) resta quindi

da verificare che gli zeri ottenuti tramite il teorema di Rolle sono sem-

plici. Ma se Lt ly ha in uno di questi punti uno zero di molteplicitad mag-

giove: di 1, L ypossiedeuno zero . ~distinto dagli s + s + ... + S -
t+1 1 2 t+2

~(t +1) che gli competono e cid & impossibile.
Verifichiamo 1l'affermazione b) .
Per ipotesi si ha :

LOy(b) = veo = y(b) = 0.

L
m(b)-1
Denotiamo con bt 1'ultimo zero di Lty (m(b)g tg n-1) in [ a,b] ©.In virtd

della a) abbiamo:

b € b £ ... € b < b ed inoltre:
n-1 n-2 m(b)

(6) y(b) #0,.... ,L _y(b) #£0 .

L
m(b) n-1
Sia b 1l'ultimo punto in cui Ly cambia di segno, risulta bn< bn 1 € quindi
n —
p(x)y{x) ha segno costante in [b ,b ] .
n b

Consideriamo il caso imicui.p(x)<0 . Senza perdere di generalitd possiamo




assumere k{x)> 0 a sinistra di b, cioé (—1)nL y(b) >07 Integrando

m(b)
-p(x)y(x) su ( b ,b) , otteniamo :
n-1

rn+l(x)D(Ln_lY)(x)

It
-
<

b ® p)y(x)
(7) L y(b) = j' - BRIV ax > o.
n-1 b

r (x)
n+1
n-1 n-1

(Osserviamo che se; p(x) & nulla su un intervallo [ a;b] , C>a,
risulta b i< ¢, € quindi la (7) & ancora valida. Dunque L ly(x)> 0
n— n-—
in (b ,b] e specialmente in (b ,b] . Integrando r (x)D(L y)(x) =
n-1 n-2 n n-2
=L.  y{x) su (b ,b) otteniamo L y(x)>0 su (b ,b] . In modo analo-
n-1 n-2 n-2 n-2

go otteniamo L y(b)> 0, da cui deduciamc che m(b) & pari.

m(b)
Essendo m(a) + m(b)=M{y)= n (mod.2), segue che anche n-m(a) & pari.

-

Analoga & la dimostrazione nel caso p(x)Z 0.

Osserviamo che Johnson [16] nell'introdurre la funzione M(y), non
discrimina i punti a e b dagli altri zeri della y(x) in [ a,b] , ma
poiché egli suppone n pari e p{x) < 0, in virtld della b) del Lemma 1,
quando M(y)=n, questa definizione non & che un caso particolare di quel-

la qui riportata (Elias [6] ).
Dal Lemma 1. seguono facilmente i seguenti corollari:

COROLLARIO 1. Ogni soluzione oscillatoria dell'equazione (2) ha un numero

finito di zeri multipli e un numero infinito di zeri semplici.

COROLLARIO 2. Sia y(x) una soluzione dell'equazione (2) tale che M(y)=n.

Allora se p(x) € 0, nessuna delle funzioni Loy,Lly,...,Ln 1y si annulla

in (b, 0 ) e tutte hanno lo stesso segno.

COROLLARIO 3. La somma delle molteplicita degli'zeri di una soluzione

dell'equazione (2) in s punti non supera n+s-2,

La parte b) del Lemma 1) e il Corollario 3. sonc dovuti, nella
forma qui esposta, ad Elias [ 6] ; Nehari [26] aveva in precedenza

dimostrato, utilizzando un metodo per i Wroskiani dovuto a Mikusinski
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[ 31] » la parte b) del Lemma 1. nel caso in cui y(x) ha k zeri in a

e n-k zeri in b e il Corollario 3. nel casoc s=2.

LEMMA 2. Se y(x) & una soluzione estremale per [eh "\k(a)] , allora
M(y)=n.

DIMOSTRAZIONE. Proveremo che se y & una soluzione di (2) in [a,b]
tale che M(y) < n, esiste un'altra soluzione con lostesso numero di zeri
di y in [a,b ) , cosicché y non pud essere unasoluzione estremale;

#(x) ha nei punti a=x1< x2< eso < xrzb zeri di molteplicita m(xl),
m(x2),...,m(xr) tali che M(y)< n.

Sipponiamo per ora che p(x)> 0. Si considerino le seguenti M(y) condizio-
ni al contorno:

(t)

u  (x_.)=0 0¢ t < mix )-1, iel x #b
(t) 1 i i

u (x.)=0 0 £ t<g mix )-2, jed
(t) J J

u (b)=0 0 ¢t £ m{b)-2

u(m(b)-—l)(b)=l

e aggiungiam® n-M(y) » 1 condizioni:
se n-m(a) & pari, aggiungiamo n-M(y) condizioni in b:

u(t)(b)=0 m{b) £ t < m(b)+n-M{y)-2 ;

se n-m(a) & dispari, aggiungiamo n-M{y)-1 condizioni a b ed una ad a:

(t)

u (b)=0 m(b) £ t € m{b)+n-M(y)-2 ; um(

a)(a)=0

Il sistema non=emogenso-~preso in considerazione ha un'unica soluzione

in quanto il corrispondente sistema omogeneo ha solo la soluzione nulla
in virtd del Lemma 1. Denotiamo questa soluzione con y*, essa ha in b

uno zero di molteplicitad m(b,y)-1 e quindi & linearmente indipendente
rispetto ad y. Per ogni 8, yl(x)=y(x)+By*(x) ha in X, (i e I,}xi#b) uno
zero di molteplicita m(xi), in xj (jeJ) uno zero di molteplicita m(xj)—l,
€ in b uno zero di molteplicitd ugmile esattamente a m(b)-1.

Per il noto teorema di L'HOpital esiste un'intorno di x, in cui y(x)/y*(x)
J
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e definita, derivabile e si annulla eventualmente solo in x . Se
y(xj)/ykaj)#o allora la molteplicitd di y* in xj & uguale a m(xj) e
quindi yl ha uno zeroc addzzionale in xj; se y(xj)/y*(ﬁj)zo, la fun-
zione y/y* allora ha in xj unc zero di ordine 1 e quindi cambia di
segno in questo punto, quindi per B sufficientemente piccolo,yl(x)=
=y*(x) (y(x)/y*{x)+B) ha uno zero dddizionale in un dato intorno di xj.
Analogamente per 8 sufficientemente piccolo yl avra uno zero addi
zionale in prossimitd di b che pud essere preso (sciegliendo il segno
di B) a destra di bw Questi zeri sono semplici, infatti,altrimenti
y(x)=lim y_(x) verrebbe ad avere in x uno zero di molteplicitd mag-
gioreﬁazom(xj). yl(x) ha in [ aJn] lo stesso numero di zeri di y(x)
e M(yl) < M(y).

Ripetendo un simile procedimento m(b) volte, noi spostiamo gli zeri in
b uno ad uno a sinistra e otteniamo una soluzione che ha in [ a,b) lo
stesso numero di zeri di y{(x) in [a,b] .

Quando p(x) & 0 la prova & simile.
I Lemma 1,e 2 ci permettono di dimostrare completamente il Teorema 1.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.

Si supponga per assurdo che una soluzione estremale y{x) ha almeno n+k
zeri in [a,/q k(a)] . Lo zero di y(x) in ”\k(a) non & semplice altri-
menti y(x) ha n+k-1 zeri in [a,fﬂ k(a);). Consideriamo le seguenti
M(y)~2=n~2 condizioni al contorno:

(t)

u (x_)=0 Ogtgm(x )-1 ie1 x.;é/'\ (a)
(t) ° ' *

u (« (a) )=0 0¢ tg m(/w k(a) )-3

u(t)(xj)=0 0ctemlx )2, e,

I1 problema ha una soluzione non-banale y*(x) linearmente indipendente

m( M 1_{(a))—a

di y(x). Assumiamo che y* #0. Come gid visto nel Lemma 2.,

=

- 3 $o L] » . - - .
tramite consideraziong sulla funzione y/y* & possibile verificare che

yl(x)zy(x)+6y*(x), per B sufficientemente piccolo e di segno opportuno,
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ha uno =zero semplice vicino ogni x, e a sinistra di b. Dunque yl(x) ha
n+k-1 zeri in [a, ’V\ l{(a) ] mentre M(yl) = n-2, in contrasto con il Lem—
ma 2.

Ancora per il Lemma 2 y* non pud avere in N‘ k(a) uno zero di molteplicita
uguale a m( M k(a) )-1, mentre per il Lemma 1 tale molteplicitd non pud
essere maggiore o uguale a m{ /‘l\ k(a) ): Abbiamo cosl provato che y(x) ha
esattamente n+k-1 zeri in [ a, m k(a) ] e da cid segue facilmente che
y(x) ha esattamente k-1 zeri di molteplicitd dispari.

Si supponga ora che esiste xs, a<xs< b con m(y,xs)> 2 e m(y,xs) pari.
Procedendo 'analogamente al casi.precedenti & possibile trovare: una fun-
zioneyy* , linearmente indipendente di y,avente gli stessi zeri di y tranne
nel punto XS (dove m(y*,xS)=m(y,XS)-—2 ) e un numero B, tali che per y1=y+By*,
risulta M(y1)= n-2 e y1 ha n+k-1 zeri in a,~k(a) in contrasto col Lemma 2.

Le ultime due affermazioni contenute nel Teorema 1 seguono rispettivamente

dal Lemma 1 e dal Corollario 2,

LEMMA 3. Per ogni & > 0 esiste una soluzione dell'equazione (2) avente

P

, inoltre se a > O,ed & ¢ a

n + k - 1 zeri semplici in {a, M 1{(a)+ &) K

esiste una soluzione con n+k-1 zeri semplici in (a-— £, M k(a)] .
DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo la prima asserzione, inimodo simile si

ud dimostrare la seconda. Sia a)+ & ovviamente ¢id non

P rq k( ) <M el

€ restrittivo. Si consideri una soluzione estremale y(x) per [ a, /Vl k(a) ]

se m(qu(a))a 2, esiste una soluzione y* linearmente indipendente con y che

soddisfa le seguenti n-2 condizioni:

(t)

u (xi)=0 Oétsm(xi)-l ieI xi;é /Y'{(a)
u:;( M (=0 ostem(m (@) - 3
u (Xj)=0 Ogtsm(xj)-—Z .

Come gid ocsservato nel casocdella dimostrizione del Lemma 3 & possibile -
verificare che y* non pud avere in /V\ k(a) uno zero di molteplicitd mag-

iore di m( (a))- 2, quindi & possibile trovare un numero B tale che
& M x
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yl(x)‘=y(x)+ﬁy*(x) ha almeno n+k-1 zeri in { a, ”\ k(a) + £ ) ; essendo

’V\ k+ £ < N\ a1’ yl(x) in tale intervallo h a esattamente n+k-1 zeri,
inoltre gli zeri semplici di yl(x) sono maggiori di quelli di y,ripe-
itendo un simile procedimento un numero finito di volte si ctterra una so-
luzionery di (2) con n+k-1 zeri semplici in [ a, 'Y) k(a)«;- & ) .

Quando m("\ k(a)):l si comincia la dimos‘,trazionejtogliendo zeri dalltul-

timo zero multipho a sinistra di N‘\ k(a).

TEOREMA 3. Se una soluzione dell'equazione (2) ha m (m» n) zeri ( contan-
done la molteplicita ) in un intervallo I aperto o semiaperto, allora esiste
una solugione dell'equazione (1) con m zeri semplici in I.

DIMOSTRAZIONE. Se y(x) ha m zeri in I= [a,b) allora essendo ’V) k(a)(b
con Tf.k:m-a-l—n,per‘il Lemma 3 si ha la tesi. La dimostrazione & ancora conse-

guenza del Lemma 3 per gli intervalli ( a,b] , (a,b) infatti detto c il

primo zero di y in I risulta c>a e /Y\ k(c)s b con k=m+l-n.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2,

Dal Lemma 3 segue che se /“\k(a) esiste,. c'@ una soluzione y{(x) di (2);
con n+k-1 zeri semplici in [ a, /V\ k(a)+ £), i1 primo dei quali & a.

La soluzione u(x) del problema di Cauchy dato dall'equazionek (2) con 1le
condizioni iniziali u(i)(c)zy(i)(a), (i=0,1, ... ,n-1) dipende in modo
continuo dalle condizioni iniziali, quindi se ¢ & prossimo ad a, y{x} e
u(x) sono vicine e u(x) ha almeno n+k-1 zeri in [ c, IY\ k(a)+«£, ) , dei
quali il primo & c¢. Quindi "\k esiste in un interno di a, inoltre se

| c-a | < él allora ﬂ\k(c) <m k(a)+ € . Rovesciando i ruoli di a e ¢, ot-

teniamo 'Y\

a Mmoo

Sia ora N\ " definita in un intervallo I, e siano a € ceI con ¢ <a. Se

k(a) <’V}k(c)+£ quando | c-a |< c52 e cid prova la continuita

per assurdé k(c): /'\ k(a), dato & < a-c, per il Lemma 3 esiste una

soluzione y(x) di (2) con n+k-1 zeri semplici in (a- £ , ’Y] k(a)] .Sia y*
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una soluzione di (2) tale che y*(b)+ O e y* e y sono linearmente indi-
pendenti, per B sufficientemente piccolo yl= y+8y* ha almeno n+k-1 zeri
in (a- &, f‘f\ k(a)). Sia d il primo zero di yl, si ha ﬂl k(d) k(a), d g, cid
& impossibile.
¥9§triamo infine, che se ﬂq k(a) esiste, N\k & definita in [ 0,a).
Per quanto visto in precedenza ﬁq K € definita in qualche intervallo I
contenente a. Sia a' l'estremo inferiore di I. Allora: a'< a, Al K &
definita e strettamente crescente in (a',a] .
Sia {an l neIN una successione decrescente tendente ad a', la successione
m k(an) e convergente e c'd una successione di soluzioni estremali yi(x)
talt che y_ (x) si annulla in a. ed ha n k-1 zeri in ‘:a.,‘q (a) ] .

i i i k
Esiste una sottosuccessione di yi(x) che converge con le sue derivate, la
sua funzione limite & quindi una soluzione dell'equazione (2) che si annul-

la in a' ed ha n+k-1 zeri in { a', M kfa) ]-. Cosi ”\k(a') esiste. BSe

a'> 0, ﬂq " € definita in un intorno di a', contratiamente alla definizio-

ne di a'.

Osserviamo che dai Teoremi 2"e 3 segue che se una soluzione yi(x) di’
(2) possiede m (m>»n) zeri in un intervallo semiaperto (a,b | allora

esiste una soluzione con m zeri semplici in (a,b).

I1 Teorema 2 implica che non ci sono soluzioni dell'equazione (2)
con n+k-1 zeri in (a, N\ k(a)‘] yquindi il considerare nella definizione
di fq k'solo soluzioni che si annullanc in a non & un'ipotesi ridutti-

va.

Concludiamoquesta sezione con un teorema che illustra i rapporti
intercorrenti tra l'esistenza di punti coniugati e l'esistenza di solu-

zioni oscillatorie per l'equazione (2).

Teorema 4. Sia p(x)#0, allora per l'equazione (2) le seguenti condizioni
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sono equivalenti:
a) L'equazione ha una soluzione con infiniti zeri in L 0,00 ).
b) M l(a) esiste per ogni a.

¢c) Per un fissato c, ”\ i(c) esiste per ogni i.

La dimostrazione di questo teorema segue banalmente dal seguente risul-

tato di Elias [ 8] che risolve una nota congettura (cfr. Nehari [ 32]).

- Teorema 5. Sia p(x)#0, allora se l'equazione (2) non & oscillatoria su

[ 0,00), esiste un punto ¢>0 tale che essa & disconiugata in [ c¢c,»).
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3.PUNTI ESTREMALI {yi(a) E SOLUZIONI ESTREMALI PER [a, fY,(a)] .
. 1

Mentre lo studio dei punti coniugati, esposto nella precedente
sezione, presenta un-interesse prevalentemente di carattere tecnico e
sistematico, quello dei punti estremali e relative soluzioni estremali,
dovuto a Elias [lQ] e Ahmad e Lazer [1] , ha interesse per le sue
applicazioni ai problemi di multipunti.

I risultati ottenuti mostrano che se p(x) non si annulla identica-
mente in un intervallo e (;1)n_kp(x) 2 0, allora non esiste una soluzione
non-banale dell'equazione (2) soddisfacente un sistema omogeneo di con-
dizioni al contorno (3), diconseguenza esiste un'unica soluzione sod—
disfacente un sistema non-omogeneo di condizioni al contorno del tipo
(3) (nel caso del sistema (4) questa conclusione la si poteva gia rica-
vare dal Lemma 1.). Nel caso (-1)§_kp(x)‘< 0 invece,si possono presentare
due eventualita:
non esiste una soluzione non-banale delltequazione (2) soddisfacente (3),
qualsiasi sia l1l'intervallo [@,s] preso in considerazione come nel caso
dell‘'equazione:

y"=0 (Ly=y"-y , p(x)=1)
e delle condizioni al contorno y(a)=y(s)=0;
esiste una soluzione non-~banale solo per certi punti {}i(a) come nel
caso dell'equazione:

y"+y=0 (Ly=y"-y , p(x)=2)
e delle condizioni al contorno y(a)=y(s)=0.
In questo secondo caso & possibile stabilire proprietd di regolarita
per la funzione fTi(a) e determinare il numero degli zeri delle solu-
zioni estremali come risulta dai Teoremi 6 e 7 che seguiranno.

Per il sistema di condizioni al contorno (3) i risultati verranno

n-k
ottenuti con l'ipotesi (-1) p(x) < O, mentre per il particolare
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sistema (4) non occorre che questa disuguaglianza sia stretta.

TEOREMA 6. Se p(x)#0 , per ogni a ¢ [O,oo ) 1'insieme dei punti estre-
mali relativi all'equazione (2) e al sistema di condizioni al contorno
(3) & un insieme costituito da soli punti isolati (eventualmente vuoto)
{yi(a). Inoltre fTi come funzione di a & differenziabile, stretta-
mente crescente e il suo dominio di definizione & costituito da un in-
tervallo della forma [0,b), Ogbgoo.

Nel caso del sistema di condizioni al contorno (4) le stesse conclusio-—

ni valgono per una generica equazione (2).

TEOREMA 7. Siap(x)#0, allora se {}i(a) € un punto estremale relativo alla
equazione (2) e al sistema di condizioni al contorno (3) e y{x) & una
soluzione estremale per [a, f?i(aﬂ, Lty(x) (t=0,...n-1) ha in (a,f?i(a»
i+lt (lt dipendente solo dalle quasi-derivate che figurano in (3) ) zeri
distinti ciascuno dei quali & semplice.

Nel caso del sistema di condizioni al contorno (4) le stesse conclusioni
valgono per una generica equazione (2) inoltre si ha: loz—l.

In entrambi i casi la soluzione & unica a menoc di una costante moltipli~

cativa.

I1 teorema ‘&fpué essere considerato come una estensione del teorema
di separazione di Sturm (cfr. Sturm {28] oppure Hartmann [30] )e
Occorre rilevare che i teoremi di confronto e separazione di Sturm
vengono stabiliti per l'equazione:
(8) (r(x)y")"+p(x)y=0
senza porre restrizioni sul segno della p(x), comunque il supporre nella
equazione (8) p(x) di segfo costante non & restrittivo, infatti se si
definiscono nuove variabili v ed s tramite le relazioni: y(x)zv(x)e2 .
dx/ds:eZhX, x(0)=0 con h costante, la (8) prende la forma:

(9) d/ds(R(s)dv/ds) + P(s)v=0

dove P(s):e4hx [p(x)+h2r(x)+hr'(x)] e R(s)=r(x). Essendo r(x)> 0, segue
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che per ogni x-intervallo limitato, P(s) pud essere reso positivo sul
corrispondente s-intervallo prendendo h sufficientemente grande. Poiché
il cambiamentc di variabili stabilisce una corrispondenza preservante
l'ordine tra gli zeri di una scluzione di (8) e gli zeri della corri-
spondente soluzione di (9) ; e poich® i teoremi diSturm si applicano

solo agli intervalli limitati si ha la tesi.

I1 ruolo svolto nel caso dei punti coniugati dalla funzione M(y),
viene svolto nel caso deilpunti estremali dalla N*(y) che definiamo ora:
Sia y(x) una soluzione dell'equazione (2) e a~$x1g ces £ X &b

r
gli zeri delle quasi-derivate della y in [a,b] ; definiamo:

(10) N*(y)ES(y,a+)+S(y,b—)+a <§t<b< n(xt,y) >

dove < q > denota il pil grande intero pari non superiore a q.

LEMMA 4. Supponiamo che p{(x) non si annulli identicamente su un inter—

vallo, allora per ogni soluzione non-banale y dell'equazione (2) si ha:
N*(y) ¢ n ;

S(y,b-) e n-S(y,a+) sono entrambi pari [dispari] se p(x) L0 [p(x)} OJ.

Inoltre se N*¥{y)=n, allora Lt+iyha esattamente un cambiamento di segno

tra due zeri consecutivi di Lty.

DIMOSTRAZIONE. Siano a <x1s eee &X < b gli zeridi L ¥5600,L ly in
r o n-—
(a,b) e prendiamo ¢ e d in mode che: a < ¢ < xl, Xr< d<b e p(c)#£0, p(d)#£0.
Tra i punti x ,...,x , siano {x, j} gli zeri di L y che non sono zeri
1 r i,t t

di Lt ly. Sia Bt la somma del numero di quasi-derivate consecutive par-
tenti con Lty¥ﬁche si annullano in [c,d] . Se ml,mz,..,m quasi-derivate
consecutive partenti con Lt ly si annullano rispettivamente nei punti
c <z £z £.,...$2 <d, allora B =m_+m_+...+m . Negli stessi punti si

1 %2 % t-1" 12 ¢ e P
annullano ml—l,...,m -1 quasi-derivate consecutive partenti con Lty, inol-

q

tre per il teorema di Rolle Lty cambia segno in ciascuno degli intervalli

(z.,z. ), dunque si ha:
i° i+l
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B =(m -1)+...+(m =1)+2 n{x. ,t) >
t 1 q 1

>8 + X onlx, )+ 2 nl(x ,t)+ Sc<n(x, )>-1.

? l q’ 1’ ql
Consideriamo il caso t#£0, allora se sgn [Lty(c+£)] =sgn [ Lt_ly(c+e )] ,
£>0, Lty ha almeno uno zero in (C’Zl)' per il quale n(x, t)"é dispa-~

1y
ri. Altrimenti Lty sarebbe di segno costante in (c,zl) e cosi:

4
1 .
Lt—ly(21)=Lt-1Y(C)+JC Lty(X)/rtif)dx # 0.

In prossimita di d lassituazione & analoga, dunque:
B8 3 +5(L c+& ),-L c+& J+S(L d- L d- + <n{x 1.
(11) 8, >8,  +8(L,_ yle+s ),-L y(c+& Js(L  y(d-&),L y(d-g)+ Zenlx, -

i
. (a,b) 7’
Nel caso t=0, si pud ripetere un procedimento analogo in quanto i punti in

cui L y cambia di segno sono punti in cui Loy ha uno zero di ordine dispa-
n
ri, si ha cosi:

(12) 8> 8 % S(L (lc+ £9,-L ylc+ £ ))+S(L_ _y(d-€),L y(d-¢€))+ 2 <n(x, »1.
0 n-1 - 7 n-1 n-} n n-1 n L 0

cL i,
(a,b)
Addizionando le disuguaglianze (11) per t=1, ... ,n-1 e la (12) otteniamo:
n
n>S(LOy(c+&),-—L1y(c+£), cee 5(-1) Lny(c+5)J +

S(L y(d-€), «.. ,L y(d-2))+ 2— - <n(x,)>
0 n §<xi<b T

per & sufficientemente piccolo, che in virtl della scelta dei punti c e d
prova la (10).

Se N*(y)=n, nessuna delle disuguaglianze (11) e (12) pud essere stretta e
questo prova l'asserzione sulla localizzazione dei cambiamenti di segno
delle quasi-derivate.

Le parita di S(y,b—),eﬁ—s(y,a+) possono essere determinate facilmente
contando i cambiament® di segno nella successione L0y=r1y,...,Lny=—py e

n.A,
Loy,—Lly,...,(~l) Lny.

Osserviamo che se Lty(a)=0, allora sgn [:Lt+ly(a+€.)} = sgn [Lty(a+S)J

e quindi il Lemmza 4 implica il seguente corollario:
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COROLLARIO 4, Se p(x) non & identicamente nulla in un intervallo, allora

se 8=X1$ ng ye.+,% X =b sono gli zeri di una soluzione dell'equazione
r

(2) in [a,b] .si ha:
(13) N(y)= (a,y) +-9(b,y) + 2 < n(x_,y) > n.
a sx&sb *
Se N(y)=n allora:V(a,y)=S(y,a+), J(b,y)=S(y,b—) ed inoltre ¥ (b,y) e

n-Y (a,y) sono pari [dispari] se p(x)g O [p(x) > Ol .

n-k
In virtld del Corollario 4 se (-1) p{x)2 0 e p(x) non & identica-
mente nulla in un intervallo, non esistono soluzioni non-banali della
equazione (2) verificanti il sistema (3), quindi nel seguito assumeremo

n-k
sempre (-1) p(x)g 0.

Dall'algebra lineare si ha che se togliamo una condizione dal siste
ma (3) allora esiste sempre una soluzione non-banale dell'equazione (2)
verificante le n-1 condizioni rimanenti. Il Lemma& 4 ci permette di ri-

cavare alcune importanti considerazioni su questa soluzione,y(x,s).

n-k :
LEMMA 5, Sia (-1) p(x)& 0. Quando vengono considerate solo n-1 condi-

zioni al contorno:
L yia =0 ie { i °ew i k
i ( ) 1 ’ ’ k

L 5)=0 j e § 5ees]
jy( ) J {Jl, ,Jn_kvl}

valgono i seguenti risultati:

(14)

a) L'equazione (2) ha essenzialmente un'unica soluzione verificante (14).

b) Nessuna guasi-derivata oltre a quelle che figuranc in (14} si annul-
la' in a; sgn[Li+ly(a+£,sﬂ:sgn[Liy(a+£,si}see soclose ic¢ 211""’1Q§‘

@) Al pill una quasi-derivata oltre a quelle date in (14) siannulla in s.
In s sitha: S(y(x,s),s-)=n-k e n-k-1 di questi cambiamenti di segno

sono determinati da j ,...,]
Jpreedn ke,

d)Lty(x,s) e i suoi zeri semplici sono funzioni differenziabili di s.

DIMOSTRAZIONE. Le prime 3 affermazioni seguonc facilmente dal Lemma 4




-21 -

e dal Corollario 4, per dimostrare la d) consideriamo iin sistema fonda-

mentale di soluzioni dell'equazione (2) ul,uz, sse-yu0 , Si ha che:

L, uf(a), ... L_uf(a),L.  uf(s), ... ,L u (s),u (s
, (e, pu (et u(s), oL )ou ()
1 k 1 : n-k-1

(15) y(x,s)=]| =:. . . . ..

° L] e L] °

Li un(a), - Li un(a),L, un(s), eee L. un(s),un£8)
1 K Iy Jn-k-1

in virthd di questa rappresentazione e del teorema della funzione implicita
segue che le quasi-derivate Lty(x,s), t=0, ... ,n-1 assieme ai loro zeri

semplici sono funzioni differenz&abili di S.

Congideriamo il seguente determinante:

Li ul(a), ees L. un(a),L, ul(s), eae 5L ul(s)
1 " Iy Jn-xk

w(s) = . . .

L., u(a), «o. L u(a),L u(s), ...,L. u (s)
i n i n j n J n
1 k 1 n-k

Ovviamente W(s) dipende in modo differenziabile da 'S e i punti estremali
relativi-al sistema (3) sono gli zeri di W(s) in (a,+oe ).

I1 prossimo teorema mostra che tali punti, se esistono, sono isolati.

n-k
TEOREMA 8. Se (-1) p{x)< 0, i punti estremali relativi al sistema (@)
sono zeri semplici della funzigne W(s), nel caso particolare del sistema

n_l
(4) cid & valido anche se (~1) Kp(x)&().

DIMOSTRAZIONE. Per mettere in rilievo la dipendenza di W(s) da gli indici

{jl, oo ’jn—k‘}’ useremc la notazione w(s;jl, ves ,jn_k).

Per le regole di derivazione di un determinante si ha:

16) d/ds W(S;J seee,d =
(16) d/ds w(s 3 Jn—k)

™M=

_k)/rjt+2(8).

Indichiamo con s un punto estremale relativo al sistema (3), cosi

1w(s;jl,...,jt+l,...,jn

(17) W(S;Jl, cese ,Jn_k) =0
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Tutti i determinanti al secondo membro di (16) sono diversi da zero;in&ﬁise:

(18) w(s,jl, cen ,jt+l, . ’jn—k) =0,

da (17) segue che esiste yl, cioé la corrispondente soluzione estremale,

che soddisfa (3); mentre per la (18) esiste Y, che soddisfa le condizioni

del sistema (3), conigé+&sal'posto di jt.Se yle yi sono linearmente dipen-

denti allora si ha N(y) = n+l che & impossibile per il Corocllario 4. D'altra

parte se y1 e y2 sono linearmente indipendenti esiste una loro combinazicne

lineare che ha k +1 zeri in a e n-k-1 zeri in b, contraddicend¢ ancora il

Corcllario 4.

Nel caso del sistema (4), il secondo membro di (168) & costituito da un solo

termine,inoltre .:& possibile trovare:le stesse conclusioni sulla dipendenza

di y1 e y2 usando unicamente il Lemma 1 valido per p(x) di segno qostaﬂte,

quindi in questo caso il teorema & dimostrato.

Per provare il teorema nel caso del sistema (3), si mostra che ogni coppia

di termini della sommatoria (16) ha lo stesso segno. Daremo un breve cenno

di come procede questa dimostrazione,

Consideriamo il termine r-esimo (Wr) e q;esimo (wq), basterd verificare

che sgn [Wr.] = sgn [ Wq] .

51 considerino 2 soluzioni dell'equazione (2) : yl(x,s) . yz(x,s) soddisfa-

centi a n-1 condizioni al contorno date dal sistema (3) a cui sono state

tolte rispettivamente le quasi-derivate jq e jr. Essendoc queste soluzioni

essenzialmente uniche per il Lemma 5, esse sono soluzioni estremali e dif-

feriscono;per una costante moltiplicativa. Differenzmando si ha :
(_l)n—k—q+l

L X,S = WS sevesd +1ly0040,] =W .
j +lyl( ’ )|X=S ( Jl’ :Jq ’ Jn_K)_ q

Da questa relazione e dal Lemma 5 segue che:
n-k-1

s W = (-1 sgn { X, S

en [ qll (-1) & yl( ’ )!x=s.] .
Una simile relazione & valida anche per W e y (x,s) e quindi:

r
19 sgn [w W } = sgn [ x,8)y_(x,s ] .
(19) gn W en | v, (x,8)y,(x,s)
Sciegliamo ik 1 differente da il,...,i e sia y3 una soluzione dell'equa-
+

k
zione (2) verificante il sistema:
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1

0 ie {i vee i ,i }
1’ "k’ kel

0 J € {le R ’Jn—k} - qu’JI‘}

tramite la rappresentazione di yl(x,s) e yz(x,s) date in (15) si pud

L. y(a)
) i
(20)

]

L y(s)
J

verificare che:

X=8

Li yl(a,s) = (—l)rL. ys(x,s)
(21) k+1 i?
L, y.(a,8) = (-1)TL. v (x,s)
i 2 J 3
k+1 q

X=s

. . n-k .. :
Dal Lemma 4 e dall'ipotesi (-1) p(x)< O si ricava:
. =g+l
= (-1) o sgn [L_ vy (x s)] .
] en [1, 7.0,
ﬁg féiéiiggi (22) é (21) implicano:

sgn [L_ y (a,s)} =sgn [L_ y (a,s)]
i 1 i 2
o k+1 k+l
che a sua volta implica ,insieme alla (19) che sgn [wq,w ] > 0 e quindi
r

(22) sgn [Ljrys(x,s)

il teorema & dimostrato/

- I1 Teorema 8 implica chel'insieme dei punti estremali, quando non &
vuoto,& un insieme di punti isolati ¥ (a). Essendo ¥ (a) uno zero sem-
i i
plice di W(a,s) per il Teorema della funzione implicita ¥ & differnzia-

1
ibile in un intorno di a e risulta :

do;(a) _ R /g W
dg - da [/ q s

inoltre % pud essere prolungata fino a quando essa rimane limitata.
i

s= U (a)
1

Analogamente al Teorema 6 & possibile verificare che:

aw
— = EZ: w(a,'ﬁi(a);il, eos ,it+1, eea,yi

3a ~ =1 e dp) A0

AR -k
(anche in questo caso per il s@stema (4) si userd nella dimostrazione il
Lemma 1 anziché il Lemma 4,cosicché si pud assumere (-1)n—kp(x)gcr),cosi
fﬁi(a)# 0 e 47& € monotona. Essa risulta crescente,altrimenti potrebbe es-

sere continuata fino:ache cada la disuguaglianza a< & (a),
i

D € (a
unque se i( ) esiste, QT; € definita in qualche intervallo aperto A
i
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contenente a. Sia a'=inf.A. Per ognm be (a',a] 9’(b) esiste, ciod

Ww(b, f} (b))=0 e quindi per continuita anche {f'(a ) esiste. Se a'> 0,

allora ﬁ&.e definita in un intornc di a', cosl a'=0.

Tutte queste considerazioni sono valide per il sistema (4) anche se .
(—l)n—kp(x)SiO e cosl il Teorema 6 & completamente dimostrato.

Per quanto riguarda la determinazione del numero degli zeri delle quasi-
derivate delle soluzioni estremali relative al ‘sistema (3), se (—1)n_kp(x)< 0
& conseguenza del Corollarioc 4 che: nessun'altra quasi-derivata si annulla
in a e f}i(a) tranne quelle che figurano nel sistema (3); le quasi-derivate
in (a,'&i(a)) hanno solo zero semplici e inoltre Lt ha esattamente uno zero
tra 2 zeri consecutivi di Lt—l, nel caso del sistema (4) analoghe conside-
razioni valgono in virtl del Lemma 1 anche nel caso in cui (—1)n_kp(x)s 0.
I1 prossimo Lemma ci indica anche come varia il numero degli zeri delle
quasil-derivate delle soluzioni estremali in funzione del punto estremali Cfi,
per far cid verrd utilizzata la soluzione y(x,s), verificante le n-1 condi-
-zioni,introdotta nel Lemma 5.

LEMMA 6. I1 numero di zero semplici di Lry(x,s), O¢r<¢n-1, in (a,s) pud
variare, al crescere di s,solo quando uno zetp semplice entra in (a,s) attra-
versc il punto variabile s,

DIMOSTRAZIONE. In virtd del Lemma 4 e 5, due zeri semplici di Lry(x,s)
in (a,s) non si possono incontrare in [a,s] » nNé pud uno zero semplice
incontrare il punto a, quando s varia.Poiché gli zeri semplici sono fun-
.zione continua di s, il loro numero in (a,s) pud variare solo quando uno
zero semplice entra in (a,s) oppure lascia questo intervallo attraverso
il punto s.

Proveremo,che,al crescere di s, zeri semplici di Lry(x,s) possono solo
entrare in (a,s).

Si pud verificare facdlmente che & sufficiente provare il teorema nel caso
di quasi-derivate che mon figurano tra le condiziong al contorno (14) posta

in 8.
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Sia Lry(x,s) una tale quasi-derivata, distinguiamo 2 casi:
1° r+l1 ¢é { jl, ces jn—k—l } .
In questo caso se Lry(x,so)zo, s0 € uno zero semplice per Lry(x,so).
Per il teorema della funzione implicita c'@ uno zero x(s) di Lry(x,s) tale
che x(so)zso, differenziando il determinante (15), che rappresenta Lry(x,s),
rispetto a x e s, sostituendo s=so, x=x(so)=sO e con un procedimento analo-—
go a quello usato nel Teorema 8 si pud verificare che: x'(so)< 0. La fun-
zione d(s)=x(s)-s soddisfa d(so)=0, d'(so)g -1, quindi quando s cresce e
passa attraverso so, x(s) entra nell'intervallo (a,s).
20 r+l e {jl, 'jn—k—l} .
Sia s, tale che Lry(x,so)=0, -} poss?bilef:modificare L e p nell'equazione
(2) in modo che esaa ri@amga invariata per S1§SO e che ammette in (so,d;)
tutti i punti estremali sg, n2>1l. Per provare che quando s passa attra-
verso so uno zero semplice viene ad aggiungersi in (a,s) & sufficiente
provare che L y(x,s_) ha pid zeri in (a,s ) che L y(x,s ) in (a,s ).

r 1 1 r o o

Sta yl(x,s) l'unica soluzione di (2) soddisfacente le condizioni:
0 i etii, ese ,ik‘}
0 j j cos 5] r - j
J E{Jl’ ’Jn—k-—l’ } { Jq}

dove j & un'indice tale che j.4+1 j eee J ’ .
Jq Ji% ¢ ijlf Jn—k—l r}

L y(a)
1

L y(s)
J

Essendo LPY(x,so)=O, possiamo assumere che yl(x,soi= y(x,s ) e nello
L0 o

-~

stesso modo, yl(x,sl)=y(x,sl). Per come & stato scelto j e per la 1@
- q
parte della dimostrazione si ha che L. yl(x,sl)=L_'y(x,sl) ha uno zero
J - J

in pid in (a,s_) rispetto agli zeri cheq.L; vy (x,s ?:L, y(x,s8 ) ha in (a,s ).
1 J 1 o~ j o) o

q q

Lt ly(x,so) ha esattamente uno zero semplice tra due zeri consecutivi di
+

Lty(x,so) in [a,s;] e questi sono i suoi unici zeri in (a,so); la stessa
proprietd vale periLé iy(x,sll in 4a,sl}, Da queste considerazioni segue

o +
che per ogni t, 0¢t¢n-1, Lty(x,sl) ha esattamente uno zero semplice in

-

(a,s ). In particolare cid & valido per t=r, completando la prova del lemma.
o
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Nel corso della dimostrazione del Lemma 6 abbiamo visto che dati due punti

estremali consecutivi s , sl, L y(x,sl) ha uno zero in pidl in (a,sl) ri=
o

t
spetto agli zeri che Lty(x,s J ha in (a,so); questo fatto assieme al noto
o
risultato (cfr. Coppel [5] ) che nel caso del sistema (4) y(x, EVi(a))#O
n-k
in (a, ﬁ’i(a)) (quindi 1 =-1) dimostra il Teorema 7 nel caso (-1) p(x)< 0.
o

Per completare la dimostrazione del Teorema 7 ci occorre il segusnte

lemma che si pud dimostrare utilizzando il Teorema 3.2 in [30] .

LEMMA 7. Sia p(t) di segno costante e supponiamo che & (a) esiste. Siano
—_— i
rl, cow ,rk 1 le funzioni risultanti dalla fattorizzazione (1) dell'opera-
+
tére:L dell'equazione (2) nell'intervallo [a,c] , ¢ >V (a).
i

Siano inoltre per ogni qeiffN r k(t) l1<kg<n+l e p (t) funzioni tali che
q .

r k(t)>~O in [a,c] e tali che:

q, . .
1im r(‘])(t) = r(l)(t) j=0, ... ,n-k+1, lim p (t)=p(t)
g»o0 g,k k gvea g

Allora per q sufficientemente grande esiste il punto estremale @'?(a) rela-
i
tivo allfequazione:

(23 ) Deeor Dr y + p y=0
q q

r Dr .
q,n+l  g,no. 9,2 q,1

e si ha:

lim {}.q(a) = §?_.

gPes 1 i

n-k
Sia 1) p(x)< 0 e supponiamo che esiste il punto estremale P . (a)
i

relativo al sistema (4). Sia ¢> 9 (a) e siano lp Km e {r }m
i ajl a,kJ1,
k=1,...,n+l successioni difunzioni che soddisfano le ipotesi del Lemma 7
con (—l)n-kpq(x)<(3. Dal lemma precedente si ha: B’? (a)-a'ﬁ;(a) gquando
g-» o0 . Sia yq una soluzione estremale di (23q) per l'intervallo [a,@'?ﬁaﬂ
tale che:
ygk)(a)2+y(k+l)(a)-%...+yc‘§n‘l)(a)2=lc

Passando eventualmente ad una sottosuccessione possiamo assumere senza

i
perdere di generalitd, che y; )(a)-¢ Cj Jj=k,...,n-1 quando gq=»e ,
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C§+"T+C _l=l. Sia y, una soluzione dell'e?uazione (2) definita dalle

condizioni iniziali: yﬁj)=o, 0gj<k-1, yﬁ”(a):c,, kg j<n-1, allora

y(j)(x)a-yi%&)uniformemente in [a,c} . In particolare ygj)(4? i) =

= lim y(i)( @'2) = 0 per j=0,...,n-k-1, cosi v, €& una soluzione estre-—
gse

male dell'equazione (2) per [a, Sﬂ(ad]. In virtt del Lemma 1 y, ha solo
i
zeri semplici in (é,&?i(a)). Poiché il Teorema 7 & giad stato dimostrato
n-k
nel caso in cui (-1) < 0, yq(x) ha esattamente i-1 zeri, e tutti sem-
plici in (a, & .(a)); quindi ¥y, ha h € i-1 zeri semplici in (a,'\f}i(a))e
i
[e v}
Se h<i-1 esiste una successione ltq\ 1 tale che y (t )=0 e t » a
a q q
oppure tda b quando g o0 . Usando ripetutamente il teoreme di Rolle
e tramite le condizioni al contorno.:.(4) si ha che esiste una successione
o . (k) . (n-k) :
is } tale che: o lim s =a e y 45 J=0 oppure lim s =b e y (s )=0.
ri 1l r q r r q r
Ambedue queste conclusioni violano il Lemma 1 e quindi il teorema 7 &
dimostrato.

(L'unicita della soluzione estremale & conseguenza immediata.del Lemma I

e del Corollario 4).
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4. PROBLEMI DI AUTOVALORI ED ESTENSIONE DEL TEOREMA DI CONFRONTO DI STURM.

Si consideri l'equazione differenziale:
(24) Ly + Ap(x)y = 0,
con l'operatore L e la funzione p soddisfacent® alle stesse ipotesi poste
sull'equazione (2); e il problema di autovalori dato da:
(25) Ly+ A p(x)y=0 , con y soddisfacente il sistema di condizinni

al contorno (3).

Il problema (25) & stato studiato da diversi autori: Leighton e Nahari [20]
studiano il caso di problemi autoaggiunti del quarto ordine. Krein {181 ’
[19] prova che il problema non autoaggiunto dato dall'equazione (24)Vcon
le condizioni al contorno (4) & equivalente a un'equazione integrale con
un nucleo oscillante. Da questo, utilizzando la teoria dei nuclei oscillan-
ti, dovuta a Kellogg [34] ’ [35] nel caso autoaggiunto e Gantmacher [33]
nel caso non-autoaggiunto, egli deduce l'esistenza di autofunzioni e le
proprietd dei loro zeri.Kalrlin [17] considera un operatore L e delle
condizioni al contorno pilt génerali che in (25), egli prova che se la
corrispondente funzione di Green esiste ( ciod se A =0 nén & autovalore)
allora + G(x,t) &udn nucleo oscillante.
Qui verranno esaminati i risultati di Elias [9] inerenti il problema (25)
ottenuti utilizzando i metodi degli operatéri disconiugati esposti nelle
precedenti sezioni,

Valgono i seguenti teoremi:

TEOREMA 9. Per il problema (25) valgono le seguenti affermazioni:

a) il problema ammette un numero infinito di autovalori reali;

b) 1l'insieme degli autovalori non ha punti di accumulazione finiti e il
segno degli autovalori & determinato da (-1) v (S)A p(x) < 0 ;

c) a ogni autovalore non nullo corrisponde un'unica (a mend di un fattore
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costante) autofunzione., Tale autofunzione e le sue quasi-derivate
possono avere in (a,s) solo zeri semplici;
d) nessuna delle quasi-derivate, eccetto quelle date in (3), si pud

annullare nei punti estremi a e s.

TEOREMA 10. Se A =0 & un autovalore del problema (25) allora ad esso
corrispondono solo un numero finitc di autofunzioni linearmente indi-
pendenti; se queste autofunzioni sono ordinate in modo opportuno e le altre

autofunzioni sono ordinate secondo la grandezza del rispettivo autovalore

allora l'iesima autofunzione possiede esattamente i-1 zeri semplici in (a,s).

Dal Corollario 4 segue che se esiste una autofaduzione corrispondente
Vis)y
ad un autovalore reale ;\ diverso da zero si deve avere: (-1) ( lk p(x)€0
Sia ¥y , «.- Y 1 il sistema fondamentale di soluzioni dell'equazione (24)
O —

determinato da L.y _(a) = é L, i,j =0, «.. ,n-1,
i g 1]

Gli autovalori del problema (25) sono gli zeri della funzione A (A ) de-

finita tramite il determinante:

L, y(a) .. L,y (a),L.y (s), ... L, y (s)
ivo i "o j o i To
1 k 1 n-k
D(A)= . . . .
L.y (a)e. L,y (a),L.y (s).. L y_ .(s)
11 n-1 1k n-1 1 n-1 Jn_kgn—l

yOEi} es aY 1(x) sono funzioni analitiche intere di A, dungue anche

A (A) & intera; cid implica che se gli autovalori esistono essi non hanno

punti di accumulazione finiti, altrimenti A (A ) sarebbe identicamente nul-:

la e ogni ;\ sarebbe un autovalore, mentre il problema (25), per quanto
osservato in precedenza, non pud avere contemporaneamente autovalori posi-
tivi e negativi, Ancora in virtd del Corollario 4 si ha che;se esiste un:
autovalore reale diverso da zero del problema (25), esso ammette fn'auto-
funzione essenzialmente unica e che tale autofunzione verifica le afferma-
zioni c) e d) del Teorema 9; per concludere la dimostrazione di tale teore—

ma & sufficiente quindi dimostrare l'esistenza degli autovalori reali.
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(D'ora in poi A sara sempre considerato reale),

Consideriamo una soluzione y(x, \ ) dell'equazione (24) che soddisfa n-1

condizioni al contorno del sistema (3), ad esempio il sistema (14) ;

se A\ #0, y(x,\) presenta molte analogie con la funzione y(x,s) definita

nella 3% sezione;al Lemma 5, corrisponde il seguente Lemma per la yix,A):

LEMMA &. Se y(x)l)é una soluzione dell'equazione (24) soddisfacente alle

n-1 condizioni del sistema (14), allbra si ha:

a) per A #£0, y(x,}\) @ essenzialmente unica;

b) due consecutive quasi-derivate di y(s,}\ ) non si possono annullare
nello stesso punto di (a,s). Inoltre al pill una della quasi-derivate
Loy(x,A), ,Ln_ly(x,;\) si pud annullare nei punti a ed s oltre
a quellid risultanti da (14);

c) Lty(x,}\) é una funzione analitica intera di \ . I punti dove Lty(x,/\)

cambia il suo segno, considerati come funzione di A , Sono continui,

La dimostrazione delle a) e b) segue dal Corollario 4, mentre per la di=-
mostrazione della c) si osservi che la y(x, A ) ammette una rappresentazio—
ne analoga alla (15) rispetto al sistema‘ fondamentale di soluzioni yo,.,,
ma,yn_l: Poicheé quest'ultime sono funzioni analitiche di A anche la
y(x,A ) lo &. I punti dove Lty(x,}\) cambia di segno, in particolare gli
zeri semplici, per la proprietd del valore intermedio, sono funzioni con+
tinue di A .

I1 prossimo lemma descrive il comportamento degli zeri di y(x, ) per A > o .
(Per la dimostrazione del Lemma,qui non riportata, si veda Elias [9] -

pag. 36).

LEMMA 9. 1In ogni intervallo Ic¢ {a,S] ’ y(x,)\) e tutte le sue quasi~de-

rivate cambiano segno se |A |

&
v
detrminato da /\ (~1) (S)p(x) <

sufficientemente grande e il suo segno &

-

0. Se V(b)>1, l'osservazione & validas

per valoridi A sufficientemente grandi di entrambi i segni.
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DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 9.
Per le considerazioni fatte in precedenza, & sufficiente provare che
il problema (25) ha una successione infinita di autovalori reali.

Per il Corollarioc 4. si deve avere (—1)D(S§\p(x)5§0, assumiamo
che gli autovalori siano positivi, ¢id non & restrittivo in quanto la
equazione (24) si pud scrivere come Ly+(-A)(-p(x))y=0.

Le autofunzioni di (25) sono funzioni y(x, A ) per quei valori di

A per cui risulti che L, y(x,\) si annulla in s. Quando A > oo ,
n-k
per il Lemma 9, il Corollario 4 e il teorema di Rolle, il numero di

zeri semplici di ogni quasi-derivata di y(x,A ) tende a infinito;
quindi per dimostrare il teorema & sufficiente provare che il numero
di zeri semplici di una quasi-derivata Ljy(x,)\)ppué variare, quando
A varia in (o, ), solo quando une zero semplice entra in (a,s) o
lascia (a,s) tramite il punto s.

Per il Lemma 8 due zeri semplici di Ljy(x,ﬂx) in (a,s) non si pos-
sono incontrare quando A varia, inoltre per il teorema della funzione
implicita e il Lemma 8, gli zeri semplioi di Ljy(x,R ) in (a,s) sono
funzioni continue di A y €d essi possono essere estesi fino a quando
non incontrano i punti estremi a o s. Quindi il numero degli zeri di
Ljy(x,?\) in (a,s) pud variare solo quando uno zero semplice entra in
(a,s) o lascia (a,s) attraverso i punti estremi; ma se uno zero sempli~
ce di Ljy(x,% ) incontra a quando A 4.AO£O una quasi-derivata di y(x,A)
si annulla in a in aggiunta aquellé¢ date in (14) e cid & impossibile per

il Corollario 4. Questo conclude la prova del teorema.

Dalla dimostrazione del Teorema 9 e dal Lemma 9 ricaviamo il se~

guente corollario:

COROLLARIO 5. Dato un sottointervallo 4di [a,s] , esiste una autofunzio-

ne appartente ad un autovalore sufficientemente grande, che cambia il!

suo segno in questo intervallo.
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Per lo studio della distribuzione degli zeri delle autofunzioni
& essenziale il prossimo lemma che ci permette, in un certo senso, di
contare il numero degli zeri e dei cambiamenti di segno delle funzioni
ottenute tramite l'applicazione degli operatori Lo'Ll""'Ln—ls risul-
tanti dalla fattorizzazione (1), ad una funzione f& C che non & neces
sariamente una soluzione di (2).

Sia fe Cn e siano x_ €£x. € ... £ x gli zeri di Lf,...,L. f in

1 r o} n-1

2
[a,b] s in modo tale che zeri comuni di derivate consecutive saranno

<

considerati come zeri multipli, mentre indici distinti verranno usati

per gli zeri di quasi-derivate non consecutive nello stesso punto.

(Se una quasi-derivata si annulla su un sottointervallo di [a,b],
questo intervallo verrd considerato uno zerc isolato). Con nh(xi,f)
indicheremo il numero di quasi-derivate consecutive tra le: Lof,...,Lh lf,
che si annullano in xi, non considerando gli zeri di quasi-derivate di

ordine pil alto. Per l'intervallo [a,b] definiamo:

I(h)= {i] X =a oppure X, =b oppure a<x < b en (x ) & pari.} .
i i i h i

~
3

J(h)= {il a<x <ben (x) & dispari} ,
J h
N (£)= 2. mn (x,0) + Z_ (n (x_,f)-1).
ieI(h) jeJ(h)
LEMMA 10.3ia fe Cn e:sia théO su [a,b} s L€hg<n. Allora si ha:
(26) s(th)> S(f) + Nh(f) - h,

La dimostrazione di questo lemma non verra qﬁi riportata (cfr.
Elias [9] ), essa é analoga a quella del Lemma 4, la differenza sta
nel fatto che nh(xi) non'é l'esatta molteplicitd dello zero Xi e cosil
una quasi-derivata pud cambiare di segno indipendentemente dalla
parita di nh(xi).

Consideriamo dapprima il caso in cui A=0 & un autovalore,

Un sistema fondamentale di soluzioni dell'equazione Ly=0 & dato

dalle funzioni y ,...,yn 1 cosl definite:
o —
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X

y .(X)=l/r:(X), ' (x)=1/r (X)Ldtlfrl(tl). see
tn-z_
y (x) 1/r (%) J‘dt /r (t) ‘] dt /r (t ) ... J' dt /r (t -1).
a a4 n-1 n-1 n

Le prime m solu210n1 e ogni 1oro comblnaZlone lineare soddisfano: L y_O.

Se u= E; a y ’ a #O e v—ii b y , b 1#0, sono due autofunzioni
m'—
i=0 i=0

linearmente indipendenti corrispondenti all'autovalore A =0, allora

1u—a lv & anch'essa un'autofunzione ed & combinazione lineare solo
m— m—
di ¥ 50..,¥ . Sia 1 il numero massimo di autofunzioni corrispondenti

O —

all'autovalore A =0, per quanto osservato in precedenza queste autofun-—

zioni possono essere scelte come:

wm -4
(27)u(x) Za y(x), a £0, i=1,...,1 , 1¢m < ...<m < n.
j= O mi—Ll 1 1

Gli indici m_, 1€1i<1, sono determina®i unicamente.dalla relazione
1
precedente, mentre le autofunzioni u, non lo sono in quanto ad u, pud
i i
essere addizionata un'arbitraria combinazione lineare di u (x),...,u. l(x).
o

LEMMA 11. Condizione necessaria e sufficiente affinche'AA =0 sia un
autovalore a cui corrispondono esattamente 1 autofunzioni e che esista

un insieme di 1 autofunzioni della forma (27),e che per ogni m \ g<m, 1;
+

£1<1 (dove i=0 significa O<q<ml e i=1 significa mls q<n), almeno
g-i condizioni al contorno sono poste su Loy,...,L ly ed esattamente
q—.

m,~i condizioni sono poste su L y,...,L Ve
i 0] m, -1

i
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che a A =0 corrispondano esattamente 1 autofun-

zioni u_,...,u  della forma (27). Sia m ¢ q< m, ed assumiamo che al piu
1 1 i i+l

g-i-1 condizioni al contorno sono poste su LOy,...,L 1y. Allora esistono
q_

i+l funzioni v _ . linearmente indipendenti e combinazione lineare solo di
J

yo,...,yq 1 che soddisfano queste g-i-1 condizioni e inoltre verificano:
L v =0, questo & impossibile in quanto g<m, 1 e per la (27) ci sono solo
J i+

i autofunzioni indipendenti che sono combinazione lineare di yo,..,,y o
m ——
. . ) . i+l
Quando g=m_ -1 concludiamo che almeno (m -1)-(i-1)=r -i condizioni sono
i i i

=a .#0, quindi

poste su L y,...,L v. u, (x), 1€i<1, soddisfa L u,
o m i _ mi—l i miig

=2
i
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per completare la prova della necessitd & sufficiente mostrare che
al pid m -i condizioni sono poste su Loy,...,L 2y. Procediamo per
i- m,—
i

induzione su i,

Per i=1, supponiamo per assurdo che almeno ml condizioni sono
poste su L&;,..,L yv. Per il Lemma 10 si ha:

m1—2
S(L  u)»s(u ) +N (u

(m—lib (1) m-1"1

contradéicendo il fatto che L

- (m-1)>0+m -~ (m-1)=1
) (1)/ 1 (1 )
u_=a 0.
m-11 m —1,1#
1 1
Supponiamo che la proprietad & vera per i-1 e supponiamo per assur
do che almeno (m -i)+1 condizioni sono poste su Loy,...,Lm 2y. Allora
i -

R 1 .
almeno m_-m, condizioni sono poste su L VseaosLs ¥V. Se conside-

i i-1 m m, -2
i-1 i .
riamo L ly come un operatore differenziaie fattorizzabile di ordine
m -

i
m -m, -1 applicato a L y, dal Lemma 10 si ha:
i i-1 m,
i-1
S S(L { + (m -m
(Lm_—l%) ( m, %) ( i i
i i-1
contraddicendo L lu_;éO. Questo completa la prova della necessita.
m i :

1) - (mi--mi 1+L}>t%

La parte suf%iciente segue facilmente per come sono state definite

le funzioni u ,u ,...,u_ .
1" 2 1

Dal Lemma 11 si ha che il fatto che A =0 sia un autovalore dipende
eslusivamente dagli indici che figurano in (3) e non dal particolare

operatore disconiugato L o dai punti a e s scelti., Si ha infatti:

TEOREMA ll.aK =0 non & un autovalore del problema (25) se e solo se
per ogni g=1,...,n almeno q condizioni al contorno sono poste sulle g

quasi-derivate L y,...,L V.
0 g-1

I1 Lemma 11 permette di dimostrare l¢ #@ffermazioni contenute nel

Teorema 10 riguardanti le autofunzioni corrispondenti all’autovalére A=0,

LEMMA 12. Il numero di zeri di u, 1€ig1 in (a,b) & al pil i-1, inoltre

l'autofunzione u, pud essere scelta in modo che abbia esattamente i-1
i

cambiamenti di segno in i-1 dati punti di (a,b).
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DIMOSTRAZIONE. Suppcniamo per assurdo che u. abbia almeno i cambia-
i
menti di segno in (a,s). Dal Lemma 10 si ha:

s(L u ) > S(u,) + N (u,) - (r -1).
m i i m -1 i i

-1
Per il Lemma il ¢i sonc esattamente m -i condizioni al contorno imposte
i
su LOy,...,L ly, inoltre come osservato nella dimostrazione del Lemma
m, -

i
11, non ci sono condizioni poste su L 1y, quindi:
m_
i
S{(u,) + N (u,) 21i+ (r -1)
i m -1 i i
i

Cosi si ha: 8(L u,)» 1, contrariamente al fatto che L u, =cost£0.
m -1 i ’ m -1 i

. - -~ . . } .
La i-esima autofunzione u, non & determinata unicamente e un arbi-
i
traria combinazione lineare di ul,.,.,u_ 1 pud essere addizionata ad essa.

Percid possiamo determinare ui in modo che abbia i-1 zeri in dati punti

di (a,s). Per quanto visto in precedenza, questi i-1 punti sono zeri

semplici di ui ed essi sono i soli punti in (a,s) dove ui cambia di segno.
Sciegliamo le autofunzioni ul,uz,...,u1 che appartengono all'auto-

» valore A =0 come nel precedente lemma e ordiniamo le altre autofunzioni

in base alla grandezza del modulo del corrispondente autovalore. Questo

& possibile in quanto gli autovalori non hanno punti di accumulazione

finiti ed hanno tutti lostesso Segno. ul+l sara quindi 1l'autofunzione

corrispondente al primo autovalore diverso da zero, e cosl di seguito.
Elias [9] dimostra che anche la i-esima (& »1) autofunzione

possiede esattamente i-1 zeri semplici in (a,s) completando cosi la dimo-

strazione del Teorema 10, (per brevitd non riportiamo questa dimostrazione).

Concludiamo l'esame dei risultati raggiunti da Elias con 1'analogo

Teorema 8 per il determinante A(A).

TEOREMA 12. Gli autovalori reali diversi da zero di (25) sono zeri sem-
plici del deteminante A (A ), inoltre essi dipendono in modo differen—

ziabile dai punti estremi dell'intervallo [a,s] considerato.
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Ahmad e Lazer estendono in [1] il teorema di confronto di Sturm,
all'equazione (2) e per sistemi di condizioni al contorno (4).
I risulltati ottenuti da Blias per il problema (25) permettono a questi

autori di ottnere in [2] un'ulteriore estensione di questo risultato.

Consideriamo il seguente particolare sistema di condizioni al

contorno (3) :

L a)=0 ie ii i o8 o i }
( ) .Y( ) b) 2» ) ]
L = j i j e s o '_
.Y(C) 0] J e iJI’JE, s J ] ;
dove i 20 i e j ess j sSono il')di‘()i tali che il problema dato
1’ ’ ] Jlr J 1 p

dall'equazione (24) con le condizioni al contorno- (28) non ammette ,\ =0
come autovalore ( come vidsto in precedenza questo fatto dipende unicamente

dagli indici che figurano in (28))

TEOREMA 13. Siano pl(x) e pz(x) continue su [a,b] e supponiamo che:
(29) A(N—l)n—kpg(x)$ (—l)n-kpl(x) <0 per ogni x ¢ [a,b] .

Se pl;é‘-p2 ed esiste una soluzione non:banale dell'equazione :

(30) Ly + pl(x)u =0

con u soddisfacente il sistema (28) con c=b, allora esiste unz soluzione
non-banale y dell'equazione:

(31) Ly + p2(x)y= 0

che soddisfa il sistema (28) per qualche ¢ con a<c<b.

Peri’dimostrare il TEOREMA 13 sono necessari i seguenti lemmi:

LEMMA 13. Supponiamo che p{(x) non si annulli identicamente in un inter-
vallo contenuto in [-a,c] » © sia y una soluzione di (2) che soddisfa (28).
Se 0<hgn-1, allora Lhy si deve annullare in qualche punto di [a,cll .
DIMOSTRAZIONE.Per il Teorema 11 c'@ almeno una condizione al contdrno posta
su Loy, quindi Lcy si annulla in [a,c] . Dal Lemma 10 : S(Lhy)=S(y) +

+Ndy)—h>1;mr l1<{¢h€<n-1 e quindi il Lemma & dimostrato.

LEMMA 14. Se ;\l(c) € il primo autovalore del problema dato dall'equazio-

ne (2) con le condizioni al contorno (28) si ha: 1lim )fc\z + 00,
c-» at
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DIMOSTRAZIONE. Procediamo per assurdo. Dal Teorema 9 si ha )»l(c)> 0 per
o
a<cg¢b. Esiste una successione {c } tale che ¢ >a y lim ¢ =a e
mi 1 m m+oco m

1im A (c )=B>0. Siay , m2>1 l'autosoluzione corrispondente a A (c ).
Mmoo 1 m m n-4 1 m

i
Possiamo assumere che y & definita su [a,b] e che: g:o (Lhym(b)) =1
m ==

n
Per la compattezza della sfera unitaria in R e passando eventualmente a uma

sottosuccessione si ha che esistono dei numeri dl, ces 3d tali cher
n

n 2

1i =d h=0,... n-1; d = .

(32) am Ly k) =4 rence gz %=1
Sia m» 1 e poniamo 'Vh=Lh ly , h=1,...,n allora:

-1"m
1 ;\l(cm)p(X)
LA h=1,...,n-1 ; V! = — v (x
(33) h r (x) hse1 77777 Bt Ty r (x)r (x) 1 )
h+1 n+l - 1

Poichd A l(c )» B, segue da (7) e dalla dipendenza continua delle soluzio-
m
ni dalle condizioni iniziali e dai parametri che, se Zl’ coe 32 sono
n
funzioni che soddisfano un sistema di equazioni differenziali analogo a

(33) con B al posto di ;\l(c ), e le condizioni iniziali:
m

(34) Zh(b) = dh ’ h=1, ... ,n-1
allora:

1i L = h=0, ... -
(35) m Ly v, =z G0, g ;n-1

uniformemente in [a,b] . Per il Lemma 2 esistono dei punti a , ,...,a 1
o,m n-1,m

tali che a € [ a,c ] per h=0,...,n~1 e L.y (a. )=0. Per la (34) ed
h,m m’ h"m h,m
essendo lim a =0, segue che z (a)=0 per h=1,...,n. Poiché il sistema
m2>o h,m h
(33) ammette la soluzione identicamente nulla, per il feorema di unicita
per i sistemi differenziali si ha: zh(x) =0 per h=l,...,n. Questo con=

traddice la (32) e (34) e cosi il lemma: & provato.

n-k
LEMMA 15. Siano P,® P, funzioni continue su [ a,c] con (-1) ngx)s
n-k
£(=-1) pl(x)é Oper x ¢« [a,c] , se per m=1,2 Lu +p (x)u =0 e
m m m
u verifica il sistema di condizioni al contorno (28) e si ha: u2(t)>-0

m
i a,c t)#0 llora = ed esiste B tale che u = .
in (a,c) u2( )#0, a P, =P, f 1 ﬁuz

DIMOSTRAZIONE. Sostituendo u1 con -ul ,S8€ necessario, possiamo. assumere che
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ul(§)> 0 per qualche x ¢ (a,c). Sia gq il pil piccolo intero tale che
o€qg¢n-1lel uz(a) # 0, e sia r il pil piccolo intero tale che o ¢rs n-1
q
e L u(c) # 0. Essendo u_(x)>0 in (a,c) si ha che: L u (a) ¥ 0 e
r 2 2 q 2
(—1)PL u_(c) > 0.Dal fatto che L u_(a) = L'u_(a)=0 se O0£fh<ge L u {(c)=
r 2 h 1l h 2

h 2
=L ul(c)zo se Och<r e che uz(x) € positiva in (a,c) si pud ricavare

h
che esiste dl tale che se 0 ¢ & ¢ O(l si ha:
(36) Lq(u2 - O(ul)(a)> 0, (-l)rLr(uz-ciul)(c)> 0,
e inoltre: ’
(37) u2(x) + Ciur(x)> 0 per x €(a,c).
Essendo ul(§)> 0 le relazioni precedenti non possono valere per tutti
gli of > 0, quindi esiste B tale che esse valgono per K <8, ma almeno
una non & valida per & < 8. Chiaramente si ha:
(38) uz(x) + Bul(x);.o, xe (a,c)

Applicando lo stesso ragionamento usato per ul e u2 aws= u2— Bul, dalle

ipotesi e dalla (38) abbiamo che,o:

(39) qu(a) = 0;
(40) L w(c) = 0;
r
oppure
(41) w(xo) = 0 per qualche xoél(a,c).

La (39) e la (40) non possono essere valide in quanto altrimenti si avrebbe
che almeno n+l dei seguenti numeri

Lw(a), ... , L _w(a), L wle), ... ,L _w(ec)

o n-1 o n-1
sono uguali a zero, e cosl per il Lemma 10 si avrebbe :

S(L w) = 8(w) + N (w) —=nz1
n n
contraddicendo il fatto che per la (38) e per l'ipotesi poste risulta :
n-k n-k
(42)  (-1) “(Lw)(x)=(-1) -pl(X)W(x)+(pl(x)—p2(X))uz(X) 2 0,
per tutti gli xe(a,c)., Quindi la (41) deve essere valida per qualche
x € (a,c). Usando ancora il Lemma 1Q e con procedimenti simili a quelli
o
visti in precedenza sifué verificare che se w(x ) = 0 allora w & identi-
o

camente nulla in [ja,c] . Inoltre per la (42) si ha: pl(x) = pe(x) e

cosi il lemma & dimostrato.
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I1 Lemma 15 ci permetée di dare un semplice teorema di confronto
per gli autovalori del problema dato dall'equazione (24) con le condi-

zioni al contorno (28)

TEOREMA 14. Siano ql(x) e qz(x) continue su [a,b] e sia

(43) (—1)n-kq2(x)s(—l)n—kql(x)so , xel[a,b] .

Se ql(x) non si annulla identicamente in un intervallo contenuto in
[a,b] e ql(x) # qz(x) e se ;\1’, é il primo autovalore relativo al

problema: Ly + A q (x) = 0, y soddisfacente (28) con c=b e i=1,2
i

si ha: /\ <';\ .
1,2 1,1

DIMOSTRAZIONE. Siano w, autofunzioni positive in (a,b), eorrispondénti
i

al}'autovalore )i . ,i=1,2. Se per assurdo, O -<;§ :Siékl‘é o
[ . 2

“ i n-k n-k +°’
allora per le ipotesi (-1) A q (x)g(-1) A q (x) < 0 per
1,22 1,11
tutti gli x ¢ [é,b] . Applicando il lemma 15 con qz(x) = ;§ 2qz(x)
b

per tutti gli x 6[é,b] e questo & in contraddizione con la (43) e quindi

il teorema & dimostrato.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 13.

Per ogni intero m» 1 sia:

n-k
(44) q (x) = p_(x) - (-1) / m
m 2
e sia B 1(c) il primec autovalore del problema:
m
Ly+: q (x)y=0 , y soddisfacente le condizioni al contorno (28).
m .
Per il Teorema 14 si ha:che se r<s e ce¢ (a,b],allora:

(45) Br 1(e:)<13 l(c),

? S’
mentre per il Lemma 15 e le ipotesi poste si ha:

(46) 8 l(b) <1, m>1.
Poiché 1lim Bl

(c)=c0 , esiste ¢ con a<c <b tale che 8 (c )=1.
1 1 1 1,1 1

? ®

c a+
Supponiamo che per qualche r> 1 abbiamo gid mostrato l'esistenza di
numeri ¢ <C_<...<C con a<c <b tali che B ¢ )=1 per h=1,...,r.

15 % r h n, 1)t P ey

Per la (45) e la (46) e per la continiutd di Br 1.1 si ha che esiste.
. +1,
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c , con ¢ < c < b, tale che 8 (c )=1. Allora esiste una suc-
r+1° r r+l,1 +1
&a
cessione ic } 1 tale che per tutti gli m» 1
m

(47) a<c <b, c <c . B {(c )=1.
m m m+1 m,1 m

Sia c=lim ¢ £ b. Per la (47) e per la definizione di 8 1 per ogni
m . m
m-»0o
m»1l esiste una soluzione v di

(48) Lv +q (x)v =0 ,
m m m
tale che:
(49) v (x)»0, con xefa,c ),
m m
e v soddisfacente le condizioni al contorno (28) con c=¢c .
m : m
Moltiplicando ogni v per un'opportuna costante positiva, possiamo as-
2
sumere che Zh -0 th (a) =1 per ogni m. Per compattezza, esiste una

sottosuccessione di i } (che per semplicitd di notazioni indichiamo
mJ4

1
ancora con Vv ) e dei numeri 4 ,...,d tali che Z o= d 2_1 e
m 0] n-1 h=0 h

lim th (a) d per h=0,...,n-1, Pdachd le funzioni q (x) tendono uni-
m-» oo m ,
formemente a p2(x) in [a,b] » usando un procedimento analogo a quello

servito per provare il Lemma 14, & possibile verificare che se indichia-
mo con v la soluzione di (31) tale che th(a)zdh per h=0,...,n-1, allora:

(50) 1lim th (x):th(x) uniformemente in [a,b_] .
m
m> o0
Da quanto visto segue che v & una soluzione non-banale di (31) che veri-

fica le condizioni al contorno (28) in [a,c] » qQuindi per completare la
dimostrazione del teorema & sufficiente mostrare cﬁe c<b,

Supponiamo per assurdo che c=b. Se Va< X<b allora esiste m tale che
x<cm, e cosl per la (49) e la (50) risulta v(x)3 0. Dunque:

(51) (-1)n_kLV(x)=—(-—l)n—kpz(x)v(x) > 0 per ogni xe[a,b] .

Per il teorema di unicita, gli zeri di v in (a,b) sono isolati, Se
v(xo)=6 per qualche xoe (a,b) allora poich& v(x)3» O, v’(x0)=0. Ma v
soddisfa il sistema di condizioni al contorno (28) e quindi per il

Lefim& 10 si ha che an=LV cambia di segno almeno due volte in (a,b) e
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cid per la (51) & impossibile. Cosi se b=c,., v(x)> 0 in (a,b).

o in [a,b} che contraddice

le ipotesi del teorema. Quindi b>c e la prova & completa.

In virth del Lemma 15 si ha quindi che plfp
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