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PREMESSA

In un lavoro di prossima pubblicazione su "Le
Matematiche" dell'Universitd di Catania ho dimo
strato dei risultati di differenziabilitd parzia
le per una classe di sistemi parabolici quasi 1i
neari del secondo ordine [4].:Recentemente S. Cam
panato nel lavoro [1] ha dimostrato risultati di
differenziabilitd locale per sistemi base non 1i
neari del tipo (20).

Tali risultati, in una ricerca in corso, ven
‘gono estesi da M. Marino al caso di-sistemi non
lineari del tipo (5).

Gli stessi risultati di differenziabilita tro
vano applicazione hellé’regelarité holderiana de;
le derivate spaziali delle>soluzioni dei sistemi
parabolici nen lineari[3].

Voglie qui esporre queste nuove tecniche che
permettono il conseguimento della differenziabili-

t4 loecale.




E' il caso di rilevare che i miei suddetti ri-
sultati valgono con coefficienti che soddisfané ad,’
una condizione di holderianitd per sistemi quasi
lineéri, mentre i risultati 4i S. Campanato valgo-

- . . . ' . .. 1
no per sistemi non lineari e con coefficienti in C .




SU ALCUNI RECENTI RISULTATI DI DIFFERENZIABILITA' PER

SISTEMI PARABOLICI NON LINEARI E LORO APPLICAZIONI

Sia 2 un aperto limitato di R (n>2) con frontiera

Jdo sufficientemente regolare. Sia T un numero reale posi ,
tivo e Q il eilindro 0 X (-T,0).

| Se x = (i4,...,xn) 2 un punto di R e t ¢ R, porremo

X= (x,t), e se u : Q-9'Rﬁ (N intero > 1) pofremo Du =

= (D4u,...,3nu) € RnN. Indicheremo poi con p = (p4,...,pn),

pl € RN, un generico vettore di RnN.

Siano al(X,u,p), i=4,...,n € BO(X,u,p) vettori di
N s e s N niN . cm s s .
R definiti in A = Q X R x R, misurabili in X e conti
nui in (u,p). -

In Q prendiamo in esame il seguente sistema del secon

do ordine inlferma di divergenza

ou

(1) %;%Dial(x,u,Du)+,Dt = B®(X,u,Du)

Supponiamo, inoltre, che le applicazioni pf_e.al(X,u,p)




siano differenziabili con derivate Qai/{)pi misurabili in X,

continue in (u,p) e limitate in A :
i 2 ‘Q/éi'
0 a8, I

22
(2) { 1T s j ¢ M, W¥(Xu,p)eA

e che il sistema (4) sia fortemente parabolico, nel senso che

J
2)pk

esiste >0 tale che

dey (X,u,7)

; : _ i ‘ . 24
(3 I N =T 7 I Felsll
k

per ogni (X,u,p) € /A e per ogni £= (fﬁ,...)fw) eRnN.

Posto:

:(44),. { A::L(X,u,p) = :iti(X,u,p)-ai(X,u,O)
Bl(X,u) = -al(X,u,O)

il sistema (4) si pud scrivere

i du , i 0 |
(5) —Zl; DiA (X,u,Du)-:-«._aT-::- 2124 DiB (X,u)+B (X,u,Ddu)

con
| 4t (%,u,0) = 0
in virtu delle prima delle (4).
Intendiamo per soluzione del sistema (1) un vettore

w € 12(-1,0,H'(0,B)) N I°(-T,0,1°(0)) e tale che




sj(i:(ai(X,u,Du)lﬁif)—(u l ij/(BO(X,u,Du)Pf)dX
q 1 a

» N N

weew(@) ={12(-1,0,8 (2,5")) 0 B'(-r,0,1%(2,8")):
:\F(X - T) = “F(X,O) = 0}

in © . Scriviamo il sistema (5) in forma equivalente.

Con Aij’ i,j=4,¢.0,0, definiamo in A le matrici

A, = {ﬁ*}
id 1d

i 1 i
W [ orimum debixuen
47T = ‘ = (s ird

A5 7 3 ]
oP 0Py

NX N come segue:

con
, 1

ij
o 4
per cui, grazie al fatto che Al(X,u,O)\: 0]

: 1 m N DAE(XNJ—,ZP)

1447 N
e Ai-(X)uvp)Pi = S ;.w,‘ . . p}i dt-;z
324 er i 24 K=A Op? ~
0 k
_ 1 DA;(X,u,tp) 'i
= dc = Ah(X,u,p)
0 2T ‘ )
da cul risulta che -
(7) at (X,u,p) = E A (X u,p)p

Pertanto il sistema (5) assume la forma

N
: - Ju
(8). 2—__— Di[Aij(X’u’Du) Dju] T

l='—~% DB(Xu)+B(XuDu)




Osserviamo che dalla (2) e (7) segue che ¥ (X,u,p)eA

nAi(x,u,p)us{T‘ Z““IA 0 2} 2 0

ij=1  1ij=A
ciod i vettori A hanno questi "andementi lineari"
(9) Il At (X,u,p) Il <M Jipll
Diciemo che il sistema (8) & gquasilineare se

Aij(x’u’p) = Aij(X’u)

diciamo,invece, che il sistema (8) ha parte principale

lineare Eou:=-Z:: DiAl(X,u,Du) + -3%-, se

Diciamo che il sistema (8) o (5) ba andamenti con

trollati se i vettori BY(X,u) e B°(X,u,p) hanno i seguen

ti andamenti polinomiali in u e p

(40) I8t (x, )l € c(4pul®)

(44) B &) | St lwlf 4 ol
V (X,u,p) GA , con

N n
< < —n+4

(412) 4 < r) N o
{ ¢y & o

n+2




Facciamo vedere che questi andamenti permettono di

serivere il sistema in forma variazionale (cio& che gli
integrali'hanno senso) .

Ci sard utile il seguente Lemma[2]:°Se 2 <gq < 2n/(n-2)
e u ¢ 13(- o2, 0, (Bov,B)) N I¥(- =®,0,12(B(¢*),B)),

allora, per ogni intero j con 0< j< m-4, risulta

u € L2(n+qm)/(n+23)(Q(c*),RN)

WL, 1o =]
Per tale lemma, nel nostro caso, Y,u Eng(n*?)/h

B4

Per verificare che ha senso
o}
I/(B (X,u,Du)l{?f) dX[
basta fare vedere che risulta

c/(!h”l! e lwt® en e np Nt ax <+ oo
in',quanfq sg,ha: 1a (44). :

Consideriamo

/u 2 I8 1Pl ax

L2(ﬁ+2)/h ::;>|[uH@ c I'2(1:1+2)/n.

poiche

145:::>
2(n+2)/(n+4)

uc€

2(n+2)/n:n/(n+4)

= [lull € L —> llull €1




Per essere sommabile dobbiamo avere che, posto

1 _ n+4 1 n
p 2(n+2) ? a  2(n+2)
si abbia
AL A oy
P q
ed infatti

n+4 + n _
2(n+2) 2(n+2)

Ragionande in modo analogo si'?ratténb gli altri‘ﬁermi”

ni della,(jé),é'éella 10).

| Si'oséerva, pér la (4), (9) e (10) che si ha
1 i . i i B 4
Il a™ (X,u,p) Il £ HA™ (X,u,p) | + BT (X,u)lf &M o)l +eA+4lull)
da cui risulta 1'andamento delle a'
i A
| 2" (X,u,p) || £ c(M) 4+ full”+ yol)

In particolare diciamo che il sistema (8) o (5) ha an
damenti lineari se 5('=(>—= y=1.

Se in (42) le disuguagliangze di destra valgono in sen
so stretto gli andamenti‘éifdicopo strettamente controlla
$i.

Diciamo, infine, che il sistema (8) o (5) ha andamenti




. i s} .
naturali se i vettori Bl(X,u) e B (X,u,p) hanno i seguen
ti andamenti non controllati

8t (x,u)1| < e(x)

||B0(X,u,p)H <e(®)(M+ HP“2)
Y (X,u,p) €/ con Ilﬁ\! 4K

Iniziamo il discorso sulla differenziabilita, cosi co

me & !svblto da S. Campanato [1].
se X°= (xo,to) vdefiniamo
B(x°,&) = B(¢) = {x € R: Hx—-xol!(c'}
ed inoltre diremo che Q(Xo,c*) CC Q :se |
B(x°,q) cc e ¢l 4T & T
sia B(x) € Cf(Rn) una funzione con queste proprieta:
(13) 0<8<4, &6 =4 in B(e), ¥=0 in Rn\B(-g—e’),‘nDusga"‘
Sia (Jm(t), con m intero > 2/a (2a € (O,T)), una funzio

ne definita in R nel seguente modo:

4 2
:(pm(t) = 4 ge =8 $ + S - -E-
(”fﬁi(t)=6 se t>-—-g—l- o t < -2a
(14) ,‘
(’7];(1:) = %——w 2 s8e -2a <t ¢ -a

Gm(’t) = =(mt+1)  se - —I—i-s t & - _1%-




cioe, come in figura

2, il ’
e

|

|

|

L S ava: *'»“v—} t )
-T -2a, -Q -2 -

o

Sia, infine, {;gs(t):} una successione di regolarig
zanti simmetriche a supporte compatto in R:

g (1) € CT(R) , g (t) 20, g (t) = g (~t)
(i’ supp g,(+) C [- 4, 2]
gs(t)dt = 4 |

a tali funzioni si da il nome di regolarizzatori di Frie
drichs o di mellificateri.
Ricordiamo, a riguardo della (45), che se una funzio

ne & pari la sua derivata & dispari eAéhe quindi - .

C
(16) [gé(t)dt = 0

. -C
Definiamo

“n <.

r,h u(x) = u(x+he’,t) - u(x)




T . . -n
dove e } & la base canonica di R ed
{ I‘=4,...,n

| ¢
(18) | {hl(-—E-

Riportiamo, ora, due Lemmi che risulteranno essere utili

nel seguito.
Lemma 4. [Q] e ueBYPBW@),R), pr4, 1€ (0,4) e

|bf < (4-1)6 si bha che

[ Du ||

1T w2 llp, 50209 € 2,B()

Infatti, per la (47),

4
u(x) = /.— a(x+1he’)al = /Du(x+1her)d1

per cui -

/ Iz, , wll® ax [hl/ dl/ |} Du(x+1ne™) || P ax ¢
- JBe) B(1¢) ~
& lhl/ HDu llp dx

B(c") N

Lemma 2. [ Q7J. Se u € LP(B(G),RN) , 1<p < +02

ed esiste S >0 tale che ¥[h|<(1-1)¢

4
B 1T, 2y 5aey <8

allera u € H4’p(B(G’),RN) e




-10 =

Hniu I S

4
p,B(1l¢) °©

Dopo tali premesse, ci interessiamo di risultati di lo
cale differenziabilitid in Q per le soluzioni distriby_
4‘
zione wu € L2(-T,0,H m,RN)) di sistemi base, ciod di
sistemi del tipo (5) con A (X,u,p) = Al(p),gBl(X,n).—.o,
5
B (X,u,p)=0.
2 4 N .
Teorema [1]. Se u € L°(-T,0,H (9,R)) & una soluzio

ne in Q del sistema

_ e i du
(19) | - E D, A (Du) + = 0

nel senso, come gia detto, che

(20) /&Z (a(pw) | D, ‘P) - (w3 )} ax =
Q l-" ¥

P e éf(Q‘,RN) allora esistono:

Ju 2

(21) D, 55" € ‘L (Q) —5-;;—-6 Lloc(Q)

e ¥BG*,200cCCQ, v2a € (0,7)
: O p

(22) /dt Dz (p uH \ H dx ¢
_a‘ (c') 13 :.:\r.

& e(v,m)( 42 | /dt[ f| pu [I?
2a (2¢)
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Dimostrazione:
Poiché 1la (20) & valida per le Y date nella (6), per
ogni m)2/a e ¥s)ymax {m, _'i"-'-%é.”} y Possiamo assu

mere nella (20)

- 2
(23) =1 4 {e C [(Cn Topw)® gs]}
ottenendo '
(237) | /Z (ai(Du)]Di‘(’)dX =
a 1

=/ . (ai(Du)lDi{Zr’_h [9’2 C, (fm tr,h u)ategé]}) axX =
i
&)

i ' %(ai(pﬁ)l])i{ z_;;-h [&2 Gm ( Cm Zr,h u) ¥ gs]})dx '
;Rn X }"00"—.‘% oo[
Poniamo: |

B2 €,(6 T, w¥e, =7

e seriviamo la (23°') in un modo differente a noi pit utile

(24) // l?(‘é-%(fl?u);f})i[‘v(?c‘—her;t)'-:;Lf:{;‘f_‘.(_x;t)]);dx -

 fl -‘Rnk“]~oo,+cw[
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Facciamo un cambiamente di variabile nel primc termi

ne del secondo membro ponende
r r
X - he =y —) x =Y + he s 4X = dY
per cui richiamando con la’'x la variabile y la (24) di

viene

(25) Eli (a* (u( x+he” )){'biif‘(,sg) yax -
| ﬁnxj—oo,-i—oo[‘ |
_ [ T(at ou(x)ID,V(x))ax =

§ xlj- ootool

=/Z(? n a*(Du)|D, { 82 mrr’h u)*gs]})dl
/8

‘ricordando che fuori di 36/2 1l'integrale si annulla.

A riguardo del secondo termine della (20) si ha

/(u ] )dX | /(u l -%—-5- Z—r,;h {92 G, [(E’m; Tpop WH
0 L .

* gs]})dx

e con metodo analogo a quelle precedente si ottiene

(26) /(u [ .%.;E.)dx =




- 43 -

&
Poniamo: | |
o= A con A . wa
13 { } Dba ( Vlﬁ( b ) Y(
0 k
Da cui
2 S A . T _
51 ket T3 Teb 3™
i
L
AR, Mo, ™, Vit M=
0 . k
438;3;”
- h ) j
—/ 9 (Dus Vz;,.?r,h Du) 4y =
Jo M= |

f a;(Du +‘(r’h‘Du) - a;(Du) =

i r i i
= ah(Du(x+he ,5) - ah(Du(x,,t) = Tr,h ah(Du)

e gi ricava

. A poy
. 1
(27) Tp,p & (D0) = %Aij Tr,n D5%

9

Intanto, per la (46), osserviamo che

(28) /(‘cr’huﬂle2 Cn [(Cy T, p W ¥ 8] VaX = 0
& .




-4 -

Dalla (25),(26) e (28), possiamo riscrivere la (20):
- 5
(29) /8 C %(Aij Z‘r,h Djul((’m tr,h Diu)v%gs))dX-:
a
=-2(ge %(Aij Teon DquDie[((Dm Ton W) xg ])ax +
A

2 i
"+/ & Cn (Zr,h v |()m t'J:',h u) zk—gs)d)(
&
Dalle proprietd delle funzioni mollificatori gs(t) [5]

¢ noto che se s —»+ oo , allora

. 2 1 N
(@m z},h.u)*%gs‘_9 Qm Tf,h u in 1L°(-7,0,H (9,R))
pertanto dalla (29), considerando il limite per s-—>+ 0

otteniamo :

1]

02 52 .
(30) A =/E} (o }:(Aij Tr,n Dju |fr’h Diu)dx =
&

: 2
-2/&% %\__}_(Aij rr’h DjuiDiQ *(r’h u)dx +
& .

+/82 o o Iy, ulax=5+c
m m ’
8
Dalla (3), si ha
2 ,2 2
Ayv)|0T € H“(r,h Du || ® dX

Q
e, per la (2), applicando la disuguaglianza di Holder,
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si ha per ogni &0

(34) ;3156/&2 T pu | ? ax

2 2 2
reem [I001° oF 1T, , w0 @
Infine, poiché dalle (44) risulta che
£0 per t 2 - 2
~ v m
2
c ¢ = 0 per t¢<22a e per -aéts—-—a—

£ —%— per -2a £t ¢ -2

tenendo conto delle (43) si ha

(32) c & —-g-/ dt/“ tr,hu”%.x
—28 JB(3¢/2)

Dal confronto della (30), (34) e (32), per ¢ = -%L e

per le (43) si ricava

SC(Q,M)( 42 s )/dt/“‘( n v 2 ax

e per il Lemma 41 segue
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(34) e (2,1 ( 42 + / u )% ax <
¢ B(3c’/2)

¢ e(9,m)( 42 + 4)111!/ dt/ fl Du 112
G’ 2a

B(2¢)

Considerando il limite per m-—s+o0o nella (33), con

la (34) si ottiene

(35) fdtl Du” ax <
(¢)
< el (<L + )!hl/ /unun2
c 22 JB(2¢)

Facendo ora uso del Lemma 2 segue

(36) /at 51, i ax <
~& “B(e)

| » 0 :
<e(@,M)( 42 + )/ / !/Dul'/?‘dx
. ¢ 2a (20‘)

da cui si conclude che esiste D Du € L (B(G)X(-a O),

r=1,2,000y,01 e vale la maggiorazione (36).

Da questo risultato si pud facilmente ricavare che
(37) 3 2% € 1%(B(e) X (-2,0)

infatti dalla (20) segue che ¥Y¥ € C:(B(cﬁx(—a,o)

(38) /dt/
B(¢’)

)dX =




- 4T -

= pgat / z‘_(A (Du)fl}\(?)dx
~a JB(o)

- -/9 (5.0,8" (o) D)ax

a B(G’)
e poiche

i _ ‘Dai(Du)
Zi D,a (Du) “E;%Dij"k AL

dJ
'Dpk

dalla (2) e (36) si ottiene la (37).
Infine dalla (2), (38) e (36) si ricava immediata.

mente

i -%_%HLQ(B(G")X(-EL,G)) ”ZD ‘ (Du)“L 2(B(c)X (-2,0))

|

o
3

S5 et
CE Y Dpi

(o)
< M/dt E—“Dij%”z ax <
<0 T

B(o)

Z c(v, M)( 1 : J/f j/f ”Du”
B(2¢)

da cui con la (36) segue la (22).

&

o]
”uk\ 12 (B(c) % (~a,0)

Se passiamo adesso dal sistema base (49) al sistema

(5) ed applichiamo a quest'ultimo la precedente tecnica,
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¢ ancora possibile ricavare, difficolta tecniche a parte,
un risultato di locale differenziebilita.

Si dimostra ciog il seguente

Teorema 2. Se wue L2(-1,0,H'(2,8))n1 (-1,0,1%(,8"))
& soluzione del sistema (5) e se

' ~ N _nN.
ate ¢ (@xrn x®™Y , i=4,2,...,n

i i
\ Da. + Ja <M
Dpﬁ Duk
Dai 0 v |
\ : \+MB I < eCs Nul®+ ol )
Ix

allora esistono

Ju c L2

N
2t loc(Q’R )

2 N
D, € Ly (WRY)

e VB(xo,zc')cc_Q’Gfs'»f} ¥2a € (0,T)

/dt (Z!m u“2

7-a B(x y

.
€ o) ‘“"‘2 e[ e [ oull? ax s
¢ //-Qa Ja(x°, 20)

+ c(v{// dﬁ//. 4+ Hu!fz(n+2)/h)dx
N ~2a B(Xo,Qr)




Questo risultato & ben noto per i sistemi ellittici
(cfr. ad es. [Q] ); per i sistemi parabolici non mi ri
sulta sia stato trattato, in forma completa, in prece
denza, e per ora se ne sta occupando M. Marino dell'U
niversitad di Catania.

Se il sistema parabolico (5) ha andamenti naturali
la tecnica ora illustrata non sembra prestarsi a stabi
lire risultati di locale differenziabilita.

I risultati di differenziabilitd ora enunciati, olire
ad essere interessanti in s&, costituiscono, come & no
to, il punto di partenza per lo studio della holderiani
ta pafziale delle derivate spaziali Diu delle soluzioni.

Accenniam§ brevemente a cid nel caso di sistemi ad
andamenti naturali.

T1 sistema (5) che scddisfa alle ipotesi (2) e (3)

con i vettori AT e B € C4(Q><RN><RnN) e le

N

Yl .
sMM*‘ag”pJ”) s 1 =1,25e005n

Da}

DX
S

Dai
EE

~

(25) adf| + 5

S=4

e N5(X,u,p) € é)(RN><RnN risulta
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2

. =

o
H BG(qugp)H < e (X) +u Z; H pa!]
J:

con gO(X) € LP(Q) , Dryn+2
si dice ad andamenti guadratici e per soluzione di tale

N y
sistema si intende che wu € L2(~T,0,H2(,R)) () B (T,

0,13(2,8)) N 0> ¥(Q,8Y), 0<yd, y¥fec (q,RY), nel

senso che

(26) {%;% &t (x,u,0u) [D,F) - (u] -%%L)}.dx -
&
_-./ (B°(x,u,Du)H)dx , VYe¢ C;O(Q,RN)
N

Fissato un intero s, 41<s&n , poniamo:
¥ = b v° con voe CX(q,R) ;

per cui la (26) diventa, applicande Gauss-Green

M . S
(27) {Fm (Dsal(x,u,nu)lnivs)+(nsu) g’;’ )} dX =

a
— : N
/12:_7‘ (JiSJBO(X,u,Du))DiVS)dX ) AVLVsE Cf(Q,R )
&

e poiche
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; TR Sl LR o
_ Pl )
D a (X,U.,Dll) Sx + . D Dsul{+ 3=1 k=1 J Jsuk
s Kkt 9% 10
\-1 =4!-oe,n $
dove
2
9
DT i oo oo k——/‘ ® @ & N D. — D &
jote = SEax, ¢ Kbl Dyt = Dy ugeeenaDyouy)

possiamo scrivere la (27) nel seguente modo

(28) {Z(A (XuDu)D u]Dv)(Bu} )}dX—
‘ 1) =4
:/fj(Fi’S(x,u,Du)lDivs)dx R EICACE S
i=1

S':=4,ooo,n 9

dove

- i
AlJ = APF 'Dah
Wl AT T
DPk
i N
S(X’urDu) = = D«Di S 5 :B ¢
s k=1 uk

Se ora nella (28) sommiamo rispetto ad s e poniamo
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2 4 N o
U = Du si ottiene che U € L°(-T,0,H (2,R)) e verifi

ca
ias 05 .
- (U] == axX =
(2) | {2 Gy ning) - (] £ )}
P
s i oo nN
S (F (X,u,U){D£§)dX , w‘é>é~CO(Q,R )
iz ‘
&
dove dﬁij , i,j =1,2,...y0n , & la seguente matrice
nN x nN
l |
A.., O 0
td o
& =) o L0
ij R
! |
o ! 0o 1 A, .
| L1

i . PR nN .
ele FFy, i=4,2e..y,n , sono vettori di R le cui

componenti sono
e (r e 2Ll F
Osserviamo che il sistema (29) & anche fortemente pa

bolico. Infatti, per ogni sistema

. . . \ ) . .
%nl}i=4,2,...’n H 'Yll= (yl171‘v11,2;.."n1’n) , Y‘(l’SER ’
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di vettori di RDN abbiamo

_m I n.o m . _
i —
: wirs o piss s w2 It
LL&W ‘ap' (AR S e m
Ik

Ed inoltre le matrici Jﬂ&j sono limitate ed uniformemen

N

te continue in QX R XR se 1o sono le derivate
i N
Qa .. '
j 9 1,3 '-:/1,2,000’:(1’ k=‘f,2,...,N
'Dpk

Abbiamo cosi ottenuto che se supponiamo di aver dimo:

strato, in qualche ipotesi che esistono

allora 1o studio della holderianita parziale in Q delle
derivate spaziali delle soluzioni u del sistema (5) &
dunque ricondotto allo studio delia holderianitd parzia
le in Q delle soluzioni U del sistema (29), studio che

s5i pud affrontare facendo uso della teoria di regolari
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ta di S. Campanato.

Lo studio della holderianita parziale in Q delle de
rivate spaziali Diu delle soluzioni u del sistema (5)
passa dunque attraverso i due seguenti punti:

a) differenziabilita locale per le soluzioni u del

sistema (5);
b) holderianitd parziale per le soluzioni U del si
stema (29).

Per andamenti controllati il punto a) & risolto dal
teorema 2, resta aperto il puﬁto b) che & in fase di stu
dio da M. Marino e L. Fattorusso; per andamenti non con
trollati & invece aperto il punto a), mentre il punto b)

by

> stato recentemente risolto in [3].
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