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§0. Introduzione.

Tn questi ultimi anni,ad opera di autori quali R27|,|5), [6], 28],
ha ricevuto grande impulso lo studio di equazioni ellittiche séﬁiiinéérz
autonome del tipo:

(0.1) - Au=g{u) in RN .
ove g:R—-=R é una funzione continua e dispari(quindi g(0)=0) e alla solu-
zione u si impone una condizione omogenea all'infinito:
(0.2) limu{x)=0.
{300

A parte 1'interesse puramente matematico di tali problemi(che sono
l‘analogo,in RN,del problema di Dirichelet omogeneo in un aperto limitato
di R ),1il loro studio & fortemente motivato sia da questioni di natura fi-
sica,che da problemi di tipo biomatematico: ilZ[,il3[,}15l §14!

Ad esempio,la ricerca di onde progressive,cioé di soluzioni della for-
ma ®(t,x)=u(x-ct) (con |c|<1) di un'equazione non lineare di tipo Klein-
Gordon:

(0.3) d,- AD+22d = £(D)

conduce ad un'eguazione che,a meno di un cambiamento di variabili,é del ti-
po (0.1);e cosl pure la ricerca di onde stazionarie @®(x,t)=exp(idt)u(x),
con 9 eR,purché la funzione f verifichi la condizione di simmetria:

(0.4) flpexp(id))=f(C)exp(id) (0,9¢€R).

Ancora,la ricerca di stati stazionari,cioé di soluzioni del tipo &(x,t)=
exp(-imt)u(x) (meR) dell'equazione di Schrdedinger
(0.5) i@~ A®=£(P)
ove f verifica ancora la condizione di simmetria (0.4),porta ad un'equa-
zione dello stesso tipo.

Infine problemi di biomatematica conducono alla ricerca di stati sta-
zionari per l'equazione
(0.6) Y- Ay=gy),
che non sono altro che soluzioni di equazioni tipo (0.1): [13| \14}

In tutti i casi,la condizione (0.2) di convergenza a zero all'infini-
to della soluzione garantisce la limitatezza delle grandezze fisiche in gio-
co.

Nello studio dell'equazione (0.1) ha particolare interesse la ricer-
ca di soluzioni (ovviamente non banali,come sara sempre sottointeso nel
seguito) radialmente simmetriche su(x)=u(|x]);cid sia per il loro signi-
ficato fisico,sia perché almeno le soluzioni positive (purché la funzione
g sia sufficientemente regolare) sono radialmente simmetriche (cfr.Gidas~
Ni-Niremberg [ié]).Almeno tre diversi metodi si possono adottare per la

ricerca di tali soluzioni simmetriche:
-il metodo dell'equazione differenziale ordinaria associata a (0.1)

-il metodo locale
~-il metodo variazionale



11 metodo dell'eguazione differenziale ordinaria consiste nell'osser-
vare che una soluzione radialmente simmetrica u di (0.1)-(0.2),vista come
funzione di una sola variabile,deve soddisfare il problema

u"(r)+¥;—lu' (r)+g(u(r)) =0 (r>0)

(0.7) u'(0) =0

u(ee) = 0
e viceversa,le soluzioni di (0.7),estese radialmente ad RN,verificano le
(0.1)-(0.2).Nel caso delle soluzioni positive,si ottengono cosi risultati
di esistenza con dimostrazioni relativamente elementari,ed & possibile
trattare anche il caso non autonomo (cioé quando g dipende anche da x&R™)
ed il caso "supercritico",cioé guando g cresce molto velocemente all'infi-
nito (cfr.Ber.Li.Pe. |6 |).Infine,lo studio diretto del problema (0.7) ha
consentito di recente'igfr.[éij,[}éj) di fornire risultati di unicita,sem-
pre per le soluzioni positive di (0.1)-(0.2).Alcuni di questi risultati
verranno rapidamente esposti nel §1 seguente.

T1 metodo locale consiste nell'approssimare il problema dato con pro-
blemi di Dirichelet omogenei assegnati sulla sfera BR>={xeRN| |x|<R}:

ug =0 su BBR

Questo metodo,pur essendo forse il pil naturale approccio ai problemi
in tutto RN,richiede alcune restrizioni di carattere tecnico sulla funzio-
ne g,e presenta la non semplice difficoltd di dimostrare la convergenza di
una successione (uRn)rldi soluzioni approssimate verso una soluzione della
equazione (0.1); esso & stato sviluppato in fﬁ»l ma, per brevita,qui non se
ne parlerd ulteriomente. T

Volendo studiare l'equazione (0.1) col metodo variazionale,conviene
ambientare il problema nello spazio

H%, zHl,Z(RN)n{utu(x)=Ll( le )}

( Hl’Z(RN) & lo spazio di Sobolev delle funzioni di LZ(RN) con derivata de-.
bole in L2(RN) e con la consueta norma !uiﬁ::lulg + | Vulg ) Introdotto al-

Jora il funzionale S su H%

S(u) =%T(u) -V(u)
ove
T(U)=SiVu|2

V(u) =jG(u) , con G'=g (°),

la ricerca di soluzioni deboli di (0.1)-(0.2) viene ricondotta allo studio
dei punti critici di S.Poiché perd S & fortemente indefinito (cioé illimi-
tato superiormente e inferiormente in H%,Berestycki e Lions in [5],sulle
tracce di un precedente lavoro di Coleman-Glazer-Martin [gj,studiano il

funzionale S sulla varieta:

(°) Quando non & indicato diversamente,tutti gli integrali si intendono
estesi ad RN,




M={u€Hl | T(u) =1},

che non é altro che la traccia su H% della superficie sferica unitaria del-

lo spazio di Hilbert H%(RN) ( =completamento di%ﬂTRN) per la norma |uL§=
0

S{Vu]z ).Utilizzando a questo punto un risultato di compattezza dovuto a

Strauss [?i],si dimostra per WM una condizione tipo Palais-Smale.la clas-
sica teoria di Ljusternik-Schnirelmann non é tuttavia applicabile a questa
situazione,sia perché M non & la sfera unitaria di(H% ,I-lm),sia perché
non & possibile lavorare direttamente in H%(RN),non essendo V differenzia-
bile in tale spazio.lLa variante proposta da Berestycki e Lions,qui espo-
sta al §3,consente invece di dimostrare 1l'esistenza di infinite soluzioni
del problema.

Pid recentemente Struwe [?g] ha elaborato una differente generaliz-
zazione della teoria dei punti critici che consente di studiare direttamen-
te funzionali che,pur non essendo Fréchet-differenziabili nel loro dominio
di definizione,loc sono parzialmente,cioé in opportune direzioni.Questa te-
oria,che fornisce una semplice ed elegante dimostrazione dei risultati di
Berestycki e Lions,& esposta nel §4.

Infine,una menzione a parte meritano i casi N=1 ed N=2.I1 caso N=1
é trattato con metodi elementari in [5] ;11 caso N=2 & stato recentemen-
te studiato da Berestycki-Gallouet-Kavian (cfr.bibliogr.di [5] ).

Per ragioni di brevita questi risultati non verranno esposti qui,e
anzi,d'ora in poi,si supporra prevalentemente Nz3.




§1.

La ricerca delle soluzioni radialmente simmetriche dell'eq. (0.1) &
stata affrontata dapprima in casi particolari,correlati a problemi di fisi-
ca matematica (alcune notizie al riguardo si possono trovare in una lunga

memoria di Sansone [ééw che risale al 1970).Ad esempio,in l15151 studia
l'equazione:

(1.1) ~Au= -u+u®  in R3

e si asserisce che,per ognlrxal esiste almeno una soluzione u, ,di classe
%’radlalmente simmetrica,che si annulla esattamente n-1 volte e decade
esponenzialmente all'infinito.Pit tardi,in LZQJ,Synge,pur senza dimostrar-

ne l'esistenza,fornisce un procedimento di approssimazione numerica per

la soluzione positiva di - Au= -usu? .la prima dimostrazione rigorosa del-
l'esistenza di una soluzione positiva di (1.1) si deve a Nehari féo] e po-
co dopo Ryder L?SI dimostra l'esistenza delle soluzioni u

h ¢on nzl anche
nel casd piu generale: ‘

(1.2) —Aujz—u+uf(u2) in R3

(con opportune ipotesi sulla funzione f).Adoperando la categoria di
Ljusternik-Schnirelmann,Berger L7] ha dimostrato l'esistenza di infinite
soluzioni per l'equazione:

. ) ) P-1
(1.3) -4du=-mu+rlufu in R3
con m>0, Az0 o e l<p<5,mentre la pill generale equazione
-1 ~1
(1.4) —Au=ﬂmHMuru—Muru in RN

é stata studiata da Anderson-Derrick rlj nel caso m=A=1,p=3,q0=5,N=3.
I1 primo studio di carattere gené}ale dell'eq.(0.1) si deve inve-
ce a Strauss [?j] che ha dimostrato,fra 1'altro,un interessante risulta-
to di compattezza,qui esposto al §2 e adoperato correntemente nel seguito.
Lasciando per ora da parte i risultati che si possono ottenere studian-
do direttamente 1'eq.(0.1) con metodi variazionali (cfr.§3 e §4),si espor-
ranno ora alcuni teoremi riguardanti l'esistenza e 1'unicitd delle soluzio-
ni positive e radialmente simmetriche del problema (0.1)-(0.2) (sotto va-
rie ipotesi per la funzione g),recentemente ottenuti da |:6:|, [213 ’ [19]
con metodi elementari correlati alla teoria delle equazioni differenziali
ordinarie.Tutti i risultati verranno enunciati nel caso Nz 3,benché alcuni
possano essere facilmente estesi al caso N=2.Per le dimostrazioni ed ulte-
riori dettagli,si rinvia ai lavori originali.

Sia g:R,—R una funzione localmente lipschitziana,con g(0) =0 tale

che:

(1.5) esiste a=inf{{>0| g({)z0} ea>0
¢

(1.86) esiste gfijﬂ{§>olG(§)=Sg(s)ds >0} (f >a)-
0

(1.7) 1im+g(s) >0

seqtS— &




(1.8) gls) >0 persg@;%}
Posto infine
B=1inf{{>f| g(§) =0}, B=oose {_j=g ({ < B,
si supponga che:
(s) N+2

(1.9) se B=+00 ;allora limgp’ = 0 per qualche L<—.
Se«00S N-2

Ad esempio,la funzione g(s):-s+s3 verifica tutte le ipotesi preceden-
ti con N=3.Il1 principale risultato di esistenza & espresso dal seguente
teorema (cfr. {6 |):

Teorema 1.1. Se la funzione g verifica le ipotesi sopra enunciate,allora
T 2,
esiste [€({,,B) tale che la soluzione u¢¢(R,) del problema ai valori
iniziali:

N-1
(1.10) u"+ ——u! +g(u)=0 per r>0

(1.11) u(0)=¢ , u'(0)=0
sia strettamente positiva,convergente a zero all'infinito e risulti u'{r)
< 0 per r>0.Se inoltre

R g(S)
lim"
Slm ., s

<0,

esistono c,§ > 0,costanti,tali che u(r)cexp(-dr) per r>0.

Ovviamente dal teorema 1.1 si deduce un risultato di esistenza per
le soluzioni positive e radialmente simmetriche del problema (0.1)-(0.2),
come giad si & detto nell'introduzione.Per quanto riguarda il problema del-
1'unicitd della soluzione positiva,dopo il primo risultato ottenuto da
Coffman [8] per 1l'eqg.{1.1),Peletier e Serrin hanno dimostrato in [?ijche:

Teorema 1.2. Se la funzione g‘verifica lt'ipotesi (1.6) e inoltre:

(1.12)  1imBEL <o
S§»0 (s)
(1.13) la funzione s hm»-g_g g2 non crescente in {s:>§J g(s)>0},
0

allora l'eguazione (1.10) ha,al pil,un'unica soluzione ue%??R+) che risul-
ti strettamente positiva,convergente a zero all'infinito,e con u'{0)=0.

La condizione (1.13) (che,pur non essendo necessaria non pud essere
eliminata del tutto) significa geometricamente che l'insieme D={(s,t)|5:>g
0<t<g(s)} & stellato rispetto al punto (§;,0).

Un altro risultato di unicita & stato ottenuto da Mcleod-Serrin [ié];
esso,a differenza del teorema 1.2,si applica anche all'eq.(1.1) e gquindi
generalizza il risultato di Coffman.Rinunciando ad esporlo in tutta la
sua generalitd,ci si limita ad osservare che,nel caso dell'eq.

-du=-u+uP , p>1, in RN:

si dimostra 1l'unicitd della soluzione positiva radialmente simmetrica
quando

p <+oo ,1ISEN=E2
,2ENE4

D < % ,A<N 8.




Resta invece aperto il problema dell'unicita per p minore dell'esponen-
te critico (N+2MN-2) ma maggiore dei valori sopra indicati.

Lo studio dell'eq.(0.1) diventa molto complicato se si suppone che la
funzione g possa dipendere anche da |x|,e in effetti non sono stati ottenu-
ti molti risultati in questa direzione.In [6] si studia il problema ai va-
lori iniziali associato

N-1
u”(r)+'j;—u'(r)‘+g(r,u(r))==0 per r>0

(1.14)
u(0) =¢ ,u'(0) =0

supponendo sostanzialmente g=g(r,s) (r,s=z0) localmente lipschitziana e non

crescente rispetto ad r per ogni sz=0.Con l'ausilio di ulteriori ipotesi di

carattere tecnico (dello stesso tipo di quelle del teorema 1.1) si dimostra

ltesistenza di almeno una soluzione positiva14€<g%R+) di (1.14),decrescen—

-te a zero all'infinito,con u'< O,

L'ipotesi (1.9) del teoremaN£.1 impone alla funzione g di crescere al-

1'infinitoc meno velocemente di sN2 ((N+2)/(N-2) & 1l'esponente critico).
Tuttavia anche nel caso supercritico si pud ottenere un risultato di
esistenza (cfr.[Gj):

Teorema 1.3. Sia N=23 e sia g:RpR una funzione localmente lipschitziana
con g(0)=0,g(s) >0 per s>0 tale che:

(1.15) 2*G(s)-sg(s)<0 per s=0 (2*=2N/(N-2)).

Allora,per ogni {>O,la soluzione u(r) del problema ai valori iniziali
(1.10)-(1.11) & strettamente positiva,convergente a zero all'infinito,e ri-
sulta u'(r)<0 per r>0.




§2.

In questo paragrafo si esporranno alcuni risultati preliminari indispen-
sabili per il seguito.Si inizia con uno studio sul comportamento all'infinito
delle funzioni radialmente simmetriche di Hl(RN),dovuto principalmente a
Strauss [27:! . ‘

Lemma 2.1.(Strauss). Sia Nz2.0gni funzione u eHl(RN) radialmente simmetrica
& quasi ovunque uguale ad una funzione U(x),continua per x#0 tale che,per

ogni x €RN con |x|=1:
-

UG]S olxl Z uly

ove ¢ & una costante positiva dipendente solc da N.

Lemma 2.2.(Ber.-Li. [5]).Sia N=3.0gni funzione LIGH%(RN) radialmente sim-
metrica & quasi ovunque uguale ad una funzione U(x),continua per x#0,tale

che,per ogni x €RY con |x|=1:
2-N
w6 LS olxl? lul,, |
0

ove c & una costante positiva dipendente solo da N.
Lemma 2.3. (Ber.—Li.EB]).SeIJGIP(RN) (1sp<-+o0) & radialmente simmetrica,
positiva e decrescente (cioé |x|<|y|=pul(x)>uly)),allora per x € RN con x#0,

risulta: _N 1
lulx) | < |x] : (N/spF |U‘Lp

(Sn & la superficie della sfera unitaria in RN).

Seguendo Ber.-Li. [5] si passa ad esporre un risultato di compattezza
dovuto originariamente a Strauss.

Lemma 2.4.Siano P,Q funzioni continue,e siano up ,v funzioni misurabili (nz1)
tali che:

. . P(s) _

1) :s&ﬂgQ(S) -

ii) sup SlQ(un)l < + 00

iii) nlirgoP(un(x)) =v(x) gq.o. in RN,

N
Allora, per ogni insieme di Borel limitato BcR ,si ha

(2.1) lim glP(u )-v|=0.
n»oo"B n
Inoltre,supposto anche:

. . P(s)
) éi% Q(s) ~

1
~




v) llm‘l (x)=0 wuniformemente rispetto ad n,

1’00

si ha:

(2.2) 1imP(u )=v in LI(&RN).
s 00 n

Si & ora in grado di dimostrare un teorema di immersione compatta
{(che recentemente Esteban-Lions rill hanno notevolmente generalizzato).

Teorema 2.5. ( [27],[5] ).Per 2<p<2N/(N-2) la restrizione ad Hi(RV) del-
1'immersione HY(RV)es LP(RY) & compatta.
Dimostrazione.Sia (un)n una successione limitata in H%(RN).Per il Lemma 2.1
si ha [%Elg (x) =0 uniformemente rispetto ad n.A meno di estrarre una sot-
tosuccessione,si pud supporre che (u,), sia debolmente convergente in H%(RN)
e quasi ovunque convergente verso una funzione u eHl(RN).

Posto P(s)=|s|P, Q(s)=s2 +|s|2¥ (2¥=2N/(N-2)),si pud applicare il lem-

ma 2.4 ottenendo che (u ha un'estratta convergente fortemente in LP(RN).

n)n

-

Come si & anticipato nell'introduzione,impostando il problema (0.1)-(0.2)
con metodi variazionali,sorge la necessitd di studiare un funzionale definito
su HY(RN) del tipo:

Viu)= SG(u)

ove G'=g:R->R & una funzione verificante opportune ipotesi.A questo proposito
si ha:

Lemma 2.6. Sia N23 e sia g:R»>R una funzione continua tale che g(0)=0 e inol-

tre:

i) g 2GS > 1 con 4 =(N+2)/(N-2)
tSi>°° Is|

ii) 1im" —Lglf’—)—l—oco, -
sS»=0 sl

Allora il funzionale V{u)= SG(U) (con G'=g) & ben definito e di classe ¢
sullo spazio Hl(RN),e risulta:

(V' (u),v) = ng)v (u,v e HHED).
Per la dimostrazione del lemma precedente,che & in una certa misura
standard (cfr.ad es. Vainberg L?Q]),si rinvia a ES],Q cosl pure per 1 seguen-

ti risultati di regolaritd e di decrescenza all'infinito.

Lemma 2.7.Sia g:R->R una funzione continua dispari tale che:

i) 1i 'i(S” 0, con AL =(N+2)/(N-2)
ii) lim" g(s) <0

s»=0" 8




Allora

19) ogni soluzione radialmente simmetrica14€P§%RN) dell'eq.(0.1)
N . o2 .
e di Classe(g2 Hi€“€<RN) e inoltre:

2°) esistono c, ¢ ,costanti positive tali che:

ID"u(x) | cexp(-d|x|) ,con x €RN, lal< 2.

Si conclude infine enunciando una variante della nota identita di
Pohozaev [22] dovuta a [ 5], [28].

Lemma 2.8. Sia g:R-»R una funzione continua dispari tale che
gls)
2

lim" =0 con 4 =(N+2)/(N-2).
S»4+00 S
Allora:
i ., gls) ., g(s) . . )
1°) se risulta -oco < lim' <lim" < 0,0gni soluzione radialmen-
s=o0* s s=0ot s

te simmetrica u e HI(RN) dell'eq.{0.1) verifica 1'identita:

Swuﬁ o Smu) ;
g(s)

2°) se invece éim” = 0,0gni soluzione radialmente simmetrica
» O
LIGH%(RN) dell'eq.(0.1) verifica la disuguaglianza:

Stww 2 |6lw >0 .




§3.

In guesto paragrafo,seguendo (essenzialmente) Ber.-Li. ESJ,Part II,si
studiera il problema

- Adu=g(u)
(*)

u € HL(RN)
ove g:R-+R & una funzione continua dispari verificante le ipotesi:
gls)

(3.1) —eo<lim' B < Lim S5 =-m <0
(3.2) éi“j;’ogs(f) £ 0 (4= (N+2)/(N=-2))
4
(3.3) esiste >0 tale che G(E) = Sg(s)ds >0, (°)

4]
Pid precisamente,dopo aver definito il funzionale s:u1(RN) = R ponendo

S(u)=$%T(u)-v(u)
con
T(w= || vul?

V(u)=§G(u) ’

si dimostrera che:

Teorema 3.1. Nelle ipotesi (3.1)-(3.3) sopra enunciate,esiste una successione
(uk)k di soluzioni distinte di (*) tali che:
uy & radialmente simmetrica e di classe %ﬁ in RN;

|ID'u | (la|=2) decresce esponenzialmente all'infinito;

rlsulta:&igos(uk) =+00.

Una discussione delle ipotesi (3.1)-(3.3) si trova in [5]:51 dimostra,
adoperando 1'identitad di PohoZaev,che la (3.2) e la (3.3) possono ritenersi
condizioni necessarie all'esistenza di soluzioni.La (3.1) pud invece essere
modificata in vari modi:si pud da esempio considerare il caso in cui m=0 (ca-
so di "massa zero");Berestycki e Lions mostrano allora l'esistenza di almeno
una soluzione di (¥*).Pill recentemente Struwe [?é] ha considerato il caso in
cui

(s)
Er <o,

1im"
s»=0" s
che comprende il caso di massa zero,dimostrando l'esistenza di infinite solu-

zioni (cfr.§4).

(o) Evidentemente si pud supporre g({)> 0.

10




L'idea della dimostrazione del teorema 3.1 consiste,grosso modo,nel cercare
i punti critici del funzionale V (che viene reso differenziabile su Hl(RN)
mediante un troncamento della funzione g) ristretto alla varieta:

M={ueHl | T(u)=11};
infatti, se u & un punto critico di V“ﬂ ,esiste un moltiplicatore di Lagrange
§>0 tale che 4T'(u)=9V' (u)ye quindi la funzione u(xAH) & soluzione di (*).

In [5],Part I,si considera £l problema "duale" dei punti critici di

T vincolato alla varieta

N={ueHl | V(u)=1} ,
e si dimostra l'esistenza di un punto di minimo w di T!N .La corrispondente
soluzione @ di (*) ha 1l'interessante proprietd di minimizzare il funziona-
le S nel senso che per ogni altra soluzione u di (*) si ha 0<S(%) =S(u)
(cfr. [2],[51).

Sia anzitutto {'=inf{sz{| g(s)s 0} ( §s§§+aﬁ e si ponga =g se =400
g(fh=0 se |s|>¢"

g(s)=
g(s) se |sl< &%
in caso contrario.g & una funzione continua dispari,verifica la (3.1),ed
inoltre: 5(s)
=AY
(3.2) gim v = 0
(3.3)" esiste {> 0,tale che,per ogni s=(: é(s)zgg(t)dt >0.

0
Ora,se u & una soluzione dell'eguazione - Au=g(u),per il principio del

massimo risulta |u|< (" e quindi u & anche soluzione del problema (*).Non

@ quindi restrittivo supporre che g verifichi le ipotesi (3.2)' e (3.3)'

invece delle (3.2) e (3.3);si ottiene in tal modo il vantaggio che il fun-

zionale V & ora differenziabile su Hl(RN) in virtd del lemma 2.6.Cid premes-

s0,il teorema 3.1 si otterrd come applicazione di un risultato astratto

che ora si esporra.

Siano (H,|-|,) uno spazio di Hilbert ed (E,|-|) uno spazio di Banach,
reali,con EwxHwE' (E' & il duale forte di E).Senza venir meno alla gene-
ralitd si pud supporre !-h*gl-le;si pone inoltre:

M={x€E |[x|H=l}.

M & una varieta di Finsler simmetrica di codimensione 1,che si consi-
dererd sempre munita della topologia indotta da E.Per ogni xe M,T,M & lo
spazio tangente ad M in x:

T M={veE| (v,x)=0}

((+,+) & il prodotto scalare in H).Sia J:E-—R un funzionale di classe %ﬂ;
per ogni x €M si definisce il funzionale Jy :T,M~R ponendo

(Iy(x),w)=(I"(x),w), weTxM.

Si dovra considerare,nel seguito,il genere ¥: 2(M) - RUioo) di Krasno-
sel'skii: (M) denota l'insieme delle parti compatte e simmetriche (ri -
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spetto all'origine) di M e VY(A)=min{ne¢ N,n%il]%ghA-»Sn continua dispari}
oppure Y(A)=oc se {...) =@,per ogni Ae 3(A).

Per ogni kz1 si pcne Rz{A‘€ (M) | )%A);ak} ovv1amenteILHc I, e,sup-
ponendo dim(E)=o0, I, #0 per ogni k>1.

Un punto xe M si dice punto critico di J!M se Jﬁ(x):o,e BER si dice
livello critico di JIM seesiste un punto critico xeM di JEM tale che J(x)=8

KB denota 1'insieme dei punti critici di livello B,e K denota l'insie-
me di tutti i punti critici. Infine si dice che J[M verifica la condizione
di Palais-Smale (P.S.) se:

per ogni successione (x,), €M tale che (J(xpy)), & limitata e
[Tf(x,) | =0 esiste una sottosuccessione convergente in M,
+
mentre si dice che verifica la condizione (P.S.) se:
per ogni a,b>0 ed ogni successione (x,), © M tale che a<J(xy)<Db
]JM(xn)I~+O esiste una sottosuccessione convergente in M.

Teorema 3.2. Sia J €<€1E,R) pari e limitato dall‘'alto su M.Per ogni k=1
si ponga

bk_suF ;gf J(x).

Allora,se JfM verifica la condizione (P.S.),ogni bk é un livello
+
critico di Jiy; se Jimy verifica solo la condizione (P.S.) ,ogni bp>0 &
un livello critico di J{M'

Dimostrazione.
1°) passo:costruzione di un campo vettoriale pseudogradiente localmente
lipschitziano su M.

Si ponga ﬁ::{xeﬂﬂlJﬁ(x)%O},e sia x & M.Poiché !JM(X)[;@Ep (T (x),w),
esiste un w e TyM con |w|=1 tale che: iy

(J]\'/I(X)’W)>_3..IJI\’/[(X)“
allora il vettore
z:z(x)zg [ I (%) [w
& un vettore pseudogradiente per JIM in x,ciocé verifica le proprieta:

‘zl < 2la(x) |

(Ig(x),2) > 13400 12

con le disuguaglianze in senso stretto.Ora,considerata per ogni y &M la pro-
iezione m(z)=2z-(z,y)y di z su TyM, p01che w(z)-» z per y-»x,per la continui-
ta di Jy esiste un intorno N, di x in M tale che,per ogni ye€ Ny, n}z) é un
vettore pseudogradiente in y.Sia (U )E un ricoprimento localmente finito di

M ottenuto raffinando (Nx)xem M 2 paracompatta) Posto,per x ¢ M:

vix)= Zd;(x)m(zi)/ Ldj(x)

ove d; (x)= d(x, M\U ) e zj =2(x;),le somme che compaiono al secondo membro
sono formate da un numero finito di addendi,v(x) & un vettore pseudogradien-




te in x e l'applicazione x—~»v(x) & localmente lipschitziana,e dunque la
dimostrazione del primo passo & completa.

gj) passo:un lemma di deformazione.

+
Se JiM verifica 1'ipotesi (P.S.) (risp.(P.S.) ) e beR (risp.
b>0) non & un valore critico di J ,esistono ¢,€ con 0<&e < €
ed un'applicazione 7Me ¥(M,M) tali che:

i) xeM,|J(x)-b|> E-»N(x)=x

ii) % & un omeomorfismo dispari

iii) xeM = J(9(x))> J(x)

iv)  xeM, J(x)>b-e=J(N(x)) >b+e .

Per dimostrare il lemma di deformazione,si inizia con 1'osservare
+
che,utilizzando (P.S.) o (P.S.) se b>0,esistono %,§>0 tali che,per
ogni x € M,con b-&ggJ(x)g b+g ,risulti

loy(x) =z 6.
Fissato €eR con O<¢ <¢ ,si ponga
A={xeM| [J(x)-b|> &}, B={x eM| [J(x)-b[K &}

Esiste g:M—+ R localmente lipschitziana e pari tale che O0=g=<1l e
g=0 su A mentre g=1 su B.Sia allora F:M ->T(M) l'applicazione definita
ponendo

gx)v(x)/|v(x) ]y se xeM~A
F(x)=

0 se x€eA

2

(si suppone,com'® lecito,che il campo vettoriale v sia dispari);si esten-

de cora F a tutto E ponendo

) n(lx|)F(x/]xl],) se h=|x| =2
F(x)=

0 altrimenti,

ove h:R, - R+ & un'applicazione localmente lipschitziana tale che Oshs=1,
h(1)=1 e h(s)=0 per O=ss% % e per s=z2.

F & un campo vettoriale localmente lipschitziano e limitato su E
pertanto,per ogni x € E,esiste un'unica soluzione 71(t,x),definita per ogni
t € R,del problema di Cauchy:

1 =F(7)
7{0)=x.
Sia T €R con
(3.4) T>48/
e si ponga %(e)=7%(T,¢).Si verificano facilmente la i) e la ii);quanto al-
la iii),essa & ovvia se X € A;se invece x € M~ A,derivando l'applicazione
ti=»J(M(t,x)) si ottiene subito

(3.5) —g-EI J(n(t,x)) | » Sginit,x)),

[\ L=t
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quindi J(n(t,x)} & crescente in t,da cui la 1ii).Si dimostra infine la
iv):se xeM e J{x)>b+e ,1'asserto & ovvio per la iii).Se invece x & B,
si ragiona per assurdo:se J(7M{x))< b+e¢ si avrebbe anche 7(t,x) € B per
ogni te [O,tj,e guindi,per la (3.5) (essendo g=1 su B):

g% MUICRES) !>§

e integrando: 2& 2J(0(x))-J(x) > gT,contro la (3.4).Cosi anche la iv)- &
dimostrata.

3°) passo:conclusione.

La dimostrazione vera e propria del teorema pud ora essere svolta
per assurdo:si supponga che by non sia un livello critico,e siano ¢ , g
ed 9 come previsto dal lemma di deformazione.Per definizione di by ,esiste
Ae[ tale che bk—g<iréf J(x)<bg. Allora xe A=>J(x) >bp~¢ =»(per la iv))
J(n(x))> b, +&.D'altro lato,poichén & un omeomorfismo dispari, 7M(A)&T;
e quindi }%%?A\i(x)}bk +g,contro la definizione di by.

I1 comportamento della successione (by)k per k—oo pud essere note-
volmente precisato pur di fare altre opportune ipotesi.Si ha infatti
(cfr.Krasnosel'skii [17] per risultati simili):

Teorema 3.3.51 supponga che E sia un sottospazioriflessivo,separabile e denso di
e che Jefgl(E,R) verifichi tutte le ipotesi del teorema 3.2 e inoltre:
J(0)=0
by > 0 per ogni kz1.
Infine,posto S={x€E| J(x) =0, fleg 1 },si supponga che J verifichi
in S una condizione di debole semicontinuitid superiore:
se {(x,),cS e —+X € E debolmente in H,allora lim"J(x )= J(x).
Si ha allora: ™ n -t

}:{Lin})obk =0.

Nelle ipotesi del teorema esiste una successione (En)n di sottospa-
zi di E con dim(En) =n, E;cEp ¢+s&Eq...cE la cul riunione & densa in
E (e quindi in H).Per ogni nz1 sia P, :H—-E, la proiezione ortogonale
di H su Ej,.

Lemma 3.4.Nelle ipotesi del teorema 3.3,per ogni e¢>0 esistono €=g>0 e ke N
tali che, per ogni kzk, ed xeS con |[P.(x)| <e,si abbia:
J(x)<e.

Dimostrazione del lemma 3.4.Supposta falsa la tesi,esiste €>0 tale che,
per ogni @>0,esiste una successione (x, ). < S con an'(xn.)lg e J(Xni)Z €,

Poiché J(0)=0,per 1l'ipotesi di semicontinuitd esiste 0 >0 tale che:
(3.6) per ogni xe€ S, leﬂg g,risulta J(x)< -5

Considerata allora la successione (xn‘)_ ,8i pud supporre {(a meno di
!

estrarne una sottosuccessione ) che

Xp, - XE€ H debolmente in H

Pp,(¥n) » yekE debolmente in E.




Poiché
|5y 15 = 1im G, = Py (g )y %-y) =07
segue x=y e quindi x ¢E. Dunquep (xn;-’x debolmente in E e qu¢nd1 lxl
lim' [P _(xn)f ¢ ,nonché [xf Q .Ma allora,per la (3.6) J(x)< 5 ,mentre

is 00

d'altro lato, &€ <1lim"J(x )S:J(x),assurdo.
iso00 i

Dimostrazione del teorema 3.3.Siano&¢>0 e k, come previsto dal lemma.Si ha

allora by & per ogni k>k,;infatti,se per un certo k>k, fosse by >e¢ ,esi-

sterebbe A €] con s<in£ J(x)< by e quindi,per il lemma,Xx € A =» [Pk (x) ]E > 0.
€

Ma allora X + Pk /!Pk(x)l sarebbe un'applicazione continua dispari
di A in {x eEk S _l} pertanto 7(A)< k<k,il che & assurdo.

Nel seguito del paragrafo,adoperando i risultati astratti fin qui ot-
tenuti,si dimostrera il teorema 3.1.I1 ruolo del funzionale J sara assunto
dal funzionale V,con EZH%(RN)z{LléHl(RN)!u(X)=U(!Xl)}ed H:H%riﬁm):
={fueHLRN) | ux)=u(|x])} .

Lemma 3.5. Nelle ipotesi (3.1)-(3.2),il funzionale V(u)= SG(u) & limitato

dall'alto sull'insieme M:{ue?H%l S[Vu|2 =1}.

Dimostrazione.S1i ponga:

g1(s)=(g(s)+ms)™ , gp(s)=g,(s)-g(s) per s>0,
(3.7)

gj(s)=-g;(-s) per s<O.

Fissato un g con O<g&<1,dalle (3.1)-(3.2) si vede che esiste C, > 0
tale che:
(3.8) glw)QQﬁhigﬂs) per s 20.

Posto Gizgi si ottiene

G, (s) < Cls[2+8G(s)pa*sEunnﬁ1¢wrogu u € M:
* 27‘(’
(3.9) V(u)= SG(u)=SG1(u)— SG (u) < cglu!LZ. +(e—1)SG2(u)<Ce!uI@* ,
da cui l'asserto per 1l'immersione di Sobolev:H%(RN)L¢~Lz*(RN).
S5i ponga ora

. gi_(_s) se s20
gi(s)z -

-g¥(-s) se s<O0;
Si ha il seguente lemma.
Lemma 3.6. Si supponga che la funzione( continua dispari) g:R-R verifichi
l'ipotesi (3.2)' ed inoltre:

(3.10) nbg(_s < O.

Allora,se (un)n & una successione in H:H%F(RN) convergente debolmente
in H verso u,si ha:
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lim" \/(u )< Viu).
Il = oo
Dimostrazione(Struwe [?8]).81 applica il lemma 2.4 con P(s)=G,(s) e Q(s)=
=isf2%. Dalle ipotesi (3.2)' e (3.10) seguono immediatamente la i) e la
iv) del lemma 2.4;inoltre (un)n & limitata in H%(RN) e in Lz*(RN) e conver-
ge quasi ovungue verso u,quindi sono verificate la condizione ii) e,per la
continuita di G ,1a iii) con v= G (u). Infine;per il lemma 2.2 e la limitatez-
za in Hl(R ) di (u )n ,anche la v) & verificata.
Pertanto:
l£%°§G+(un) = SG+(u).
D‘altro lato,per il lemma di Fatou,si ha:
&3_(u)= §11n1 G_ (un 11m SG_(un),
cosicché:
lim”g (u.)= llm"SG (u ) ~1im'§G_(un)<;SG(u),

I 00 n jst ool Ii» 00

e la (3.11) & dimostrata.
+
Lemma 3.7. Il funzionale V verifica 1l'ipotesi (P.S.) su M.

Dimostrazione.Sianc a,c €R e (un)n c M tali che 0<a<V(u,)<c,ed inoltre
IVﬁ(un)[-+O.Si deve dimostrare che (u,), possiede un'estratta convergente.
Anzitutto,dalla (3.8) scritta per €=¥,si ha a‘iV(u y=C-% SGZ(u ),
pertanto ng(un)§C.P01che poi gz(s)zms per s>0,e QUlndl Go(s )>%s2
si ottiene subito che (u,), & limitata in LZ2(RN) e quindi in H1(RN).

Allora la condizione [Vﬁ(un)[~+0 equivale (cfr. [53,Part.II,n°8,lem—
ma 3,pag.351) a:

(3.12) A d4u, +glu,) -0 con = Sg(un).m%
Dalle ipotesi (3.1) e (3.2)' segue facilmente fg(s)s!é(ﬂ|s[2+{s[2*)

e quindi [9,] =c(uyl2 + [u, [2* )< C,cioé (#,) & limitata.Dunque & lecito
supporre (a meno di una sottosuccesswone)
3, - 3.
Analogamente, essendo (un)n limitata in Hl(RN),si pud supporre up-Uu
debolmente in Hl(RN);allora,dalla (3.2)' e dal lemma 2.4 si ottiene subito
glu ) glu) in D®Y) . Dunque,dalla (3.12):

(3.13) P4u + glu)=0.

E' facile vecdere che #>0:infatti dalla (3.13) per 1'identitd di Poho-
Zaev si ha

N=2 | vulZ = NV(u)>Na >0,
2

quindi ¥ >0.
Si ha inoltre 't?:lim Sg(un)u =<=Sg(u)u,e poiché dalla (3.13) si ha

S}VUIZ gg(u)u, se ne deduce:

flvul2>1.
Poiché d'altro lato u, -»u debolmente anche in H%(RN),Si ha himlg
lim'|uy ]1-1 cioé,in definitiva: 0

Ti» 00
g!Vu\zzl.
Cid dimostra che u_ converge fortemente in H%(Rm).
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D'altro lato si ha pure {(notazioni (3.7) ;i@b\ Bg(u)u;
2

o

posto allora q(s):gz(s)s—ms ,utilizzando il lemma di Fatou,si ha:

§q<u><1im' Sqm ), Suzglim'guz
n=oc n neoo j N

Allora dalla relazione f{go(u. )u.-— (g (u)u,si ottiene facilmente
y&2'Unp/Un 2

n g - 2

Cid dimostra che u,—u fortemente in L (RN) In conclusione (u,),
o meglio una sua sottosuccessione,converge fortemente in Hl(RN) come si
doveva dimostrare.

Bisogna notare che il funzionale VjM non verifica 1'ipotesi (pil
forte) (P.S.) e quindi,per applicare il teor.3.2,& necessario dimostrare
che,per ogni kz1,

(3.14) bk>-0

ove,come di consueto, bk'"Eg 1nf V(u).La (3.14) si trova dimostrata in
[5] al quale si rinvia per’'i cettagll Grosso modo,si costruisce un Ak
€ (M) tale che u eAk~ﬁ>V(u):>O e Ak'51a l'1mmag1ne ,per un'applicazio-
ne continua dispari,del poliedro m={A=( e A ER,l EIZ,]»} Allora
evidentemente Ay e Il,e quindi bk:>0.

Dimostrazione del teorema 3.l1.Lo spazio di Banach Hl(RN) é riflessivo,
separabile e denso in H%(RN),e il funzionale V:H%(R J=R & di classe %ﬂ,

pari e limitato dall'alto su M.Inoltre ViM verifica la condizione (P.S.)+,

e si ha V(0)=0, by >0 per ogni k >1.Visto anche il lemma 3.6,& allora
possibile applicare i teoremi 3.2 e 3.3:o0gni bk,l<>l & un livello criti-
co per V M€ risulta

3.15 lim by, =0.

(3.15)  Limby

Per ogni k=1 sia z, un punto critico di VIM di livello by .Posto
= (V' (2, ), 2x),
si ha !hT'(Z )=V (Zk) e quindi —;hﬁzkzzg(zk).Dall'identité di Pohozaev
si ricava
= 2 _ 1 _ 2% _ 2%
=\|Vz =2% {1 G(zp) =27 V(zy)=5"D
Sl kl S.Ur.( k P k . ko

quindi g, >0.

Posto allora #=1/p,,si consideri la funzione uk(x)=zk(xﬂﬁh);si
verifica subito che uy & una soluzione del problema (*) e,per il lemma
2.7,essa & di classe %? e decresce esponenzialmente all'infinito con le

sue derivate.Si ha infine:
‘ - N-2
1 _1 _1g% _1(N=2yz
Su )=% Tluy) - V(uy) = £ T(uy) =247 T(z,) = £ (535) % b5

e quindi,per la (3.15),
(3.16) I12.1’1:265(\1&)=-i»oo .

I1 teorema 3.1 & cosi interamente dimostrato.

Recentemente Esteban [iQ] ha studiato una variante del problema (*):

essa consiste nel determinare le soluzioni assialmente simmetriche (nel
senso che u(xq,xp) =u(xq,|xp|))del problema:
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- du=glu) in QxRP
u=0 su 3 QxRP),

dove Q & un aperto limitato di RM. Sotto ipotesi che,in parte,sono una
estensione di (3.1)~(3.3),si dimostra l'esistenza di infinite soluzioni
del problema,di cui una positiva.

Infine,un'altra variante del problema (*) si trova trattata in
Lions [}Sj,dove,in luogo dell'operatore 4 di Laplace,si considera un
operatore ellittico a coefficienti non costanti.
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Come si & visto,il problema (*) del paragrafo precedente,conduce
allo studio del funzionale

S(u)=¥ T(u)-V(u) = % Si vul2- ge(u)

sullo spazio H%::{ue HL(RN) | u(x)=u(|x|)}. Se invece si considera S de-
finito sullo spazio

H%r =ﬁleH%(RN) fulx)=u(|x])},

si ha che:
1°) pud essere |S(u)| =00 per qualchetleH%r

2°) S non & differenziabile su H%r ,nemmeno dopo un troncamento di g.
Tuttavia Struwe,in [28] ha sviluppato un metodo che consente di stu-

diare direttamente il funzionale S:H%r——>RUkD} :si introduce anzitutto

un concetto,opportunamente indebolito,di "punto critico" per S5.0gni''pun-

to critico' & anche una soluzione del problema (0.1)-(0.2),e si dimostra

1'esistenza di infiniti "punti critici® distinti su

M:{ueH%r\ 0 | g(u) e LH(RY) , SiVu|2= Z*SG(U)} .

Si premettono alcune definizioni di carattere generale.

Sia (B,|-|B) uno spazio di Banach riflessivo,e sia (T, | ;nld una
famiglia di spazi di Banach tali che T= T, sia un sottoinsieme denso
di (B,|-|;).Sia poi E:B >RUlo}un funzionale su B tale che,per ogni ueB
con|E(u)|< oo ,esista e sia continua per ogni i e I,la derivata parziale
di E rispetto a T, ;cid significa che l'applicazione wi—>E(u+w) (we T, )

é finita e Fréchet-differenziabile in 0&T;, ,e il suo differenziale in
O,che si denoterad con Eﬁ(u),é continuo: En(u)e‘h'.Si suppone inoltre
che l'applicazione uk+Ei (u) e T} sia continua nel suo dominio di defini-

zione.

Definizione 4.1.Dicesi '"punto critico" di E ogni ueB tale che |E(u)|<o
ed E%(Lﬂ =0 per ogni i€ I.

Nel seguito,parlando di punti critici,si intenderd sempre far rife-
rimento alla definizione precedente.

Sia M un sottoinsieme di B sul quale S risulti finito.Il seguente
criterio svolge il ruolo della classica condizione di Palais-Smale.

Criterio A* . Se (un)n c M converge debolmente in B ed inoltre,per ogni
ieI,si ha \Eé(un)lﬂ—>0,allora esiste una sottosuccessione fortemente
convergente verso un punto critico di E in M.

Si viene ora al problema (0.1)-(0.2).Sia g:R—R una funzione conti-
nua dispari tale che:
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(4.1) lim" %iil £ 0 con 4 =(N+2)/{(N~-2)
S» 0 Sf'
(4.2) 1imm 888) <o
S=400 g
¢
1
(4.3) esiste § >0 tale che G( )= gg(s)ds >0,

Yo
Il risultato principale & espresso dal seguente teorema che,oltre
a ritrovare i risultati del teorema 3.1,include il caso di '"massa zero',

cioé il caso in cui lim! gls) _o.
s»0* S

2
Teorema 4.2. Nelle ipotesi (4.1)—(4ﬂ3),esistono infinite soluzioni uke<€(RN),

radialmente simmetriche,del problema (0.1)-(0.2).

Come si & gid osservato nel paragrafo 3,8 sufficiente dimostrare
il teorema 4.2 nell'ipotesi (4.1) e:

4.2) 1im&ls) — o
( ) S}»Toos
(4.3) esiste §2>O tale che,per ogni {>§,:G({)>0.

Per ogni L€ N,sia T = ble}ﬂ' | u(x)=0 per |x|>L1}munito della con-
sueta norma (di spazio di Hllbert ) di Hl(RN) Posto T= LITL,p01che
Cg(RN)ﬂHJ' CTCHl , T & denso in Hl

Per ogni Le&N, ed ogni ue Hl con IS(u)I<oo ,& ben definita 1'appli-
cazione parziale vi—>S{u+v)e R (VE'IJ,GSS& & Fréchet-differenziabile
per v=0 e si ha:

(5¢ (u),w) = SV\AVW - Xg(u)w.
L B B

L L
I punti critici di S (sempre nel senso della definizione 4.1) sono

soluzioni del problema dato.

Lemma 4.3. I1 funzionale S & coercivo su M e verifica il criterio A%,

Dimostrazione.Se u €M,si ha S(u)::%jlu}2 ,quindi S & chiaramente coerci-
vo su M.Sia poi (u ) c M con u_—u debolmente in Hl ;€ si supponga che,
per ogni Le€N, !ST (un)l —0.Allora u & una solu21one debole del proble-

ma dato;infatti p01che %&gxg(s) =0 (ipotesi (4.2)') utilizzando la (2.1)
ook
del lemma di compattezza 2.4,si vede che g(u )>g(u) in L (BN),
Ora, se qie(gm(R },si ha:

gg(un)q) —»Sg(u)qv .
Fissato allora L &N tale che Spt(®)c By (0),risulta:

0=1im S, (u )@ = }11:30( SVunV9a - Sg(un)ﬁﬂ )= SVUV¢— gg(U)‘P )

Loc

=00 T
ciod u & una soluzione debole di -Au=g(u).Pertanto {(cfr.lemma 2.8,lem-
ma 3.6)
y vul|2 zo* QG(u)g lim”Z*gG(un) =lim”&| Vu 12
J e 00 n»w‘} n

da cuil
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2 sy 2 - 2 |
vlg =g [1vu, I saim [ivunis fival?= i3,
cioé Iunh:«»}u! ,€ quindi u,—»u fortemente in H%r

51 ha pure:

SG(un)—»S‘G(u), S(u_) — S(u)

n
e quindi G(u) eLl(RN).Si vedrd in seguitoc che u#0 e pertanto uéeM,

Si pone ora, per ogni u EH%I‘ con G(u)e Ll(RN) e T>0:

k(w,u)= S{Vu(’tx) {2 dx - 2* gG(u('rx) Ydx =T iVu|‘2 —2*%N§G(u) .
Sussiste il seguente lemma (per la dimostrazione si veda Struwe [2@)

Lemma 4.4. Per ogni uEHl tale che G(u) e Ll(RN) e per ogni L &N,la fun-
zione k & dlfferenz.lablle in R x(T +u) e inoltre V, k(l,u)eT' & limi-

tato sui sottoinsiemi Ho -limitati,ed esiste una costante ¢ >0 tale che,
per u €M,risulti:

lul,> c

.Mk(f u)‘ =c.

Si ponga ora,per BER, LeN:
Ng = fuem | |s(u)-B| <1/L, is' (u)l <2/L}
={ueM| sStu)<8 }.
Cid premesso,si ha il seguente lemma di deformazione.

Lemma 4.5. Per ogni R €R,L € N,esiste §>0 ed un'applicazione continua
dispari ®:M—>M tale che:
@éMB*d)C Mﬂ_GUNB’L .

Dimostrazione.Si ometteranno alcune verifiche (per maggiori dettagli cfr.
Struwe [28])
1° passo :costruzione di un campo vettoriale pseudogradiente e :M—T .

Se ueM,sia §L(u) € T, l'unico vettore tale che

| &, =Isg ]y 5 sp W CEM) =1y ()2 .
Per continuitad la disuguaglianza:
sy (1), E(u)) > |Sr}(u)i1‘;‘z ~1/2L

¢ verificata in un intorno in M di u.Poiché M & paracompatto,procedendo
come di consueto,si costruisce un campo vettoriale e, :M~>T_ continuo,
dispari e tale che:

' / ' 2
(ST,_(U)’eL(U)) = lSTL(uHTL -1/2L.

-

" Esso,inoltre,& limitato sui sottoinsiemi limitati di M.
Sia ora a:R—R un'applicazione lipschitziana tale che 0<a <1, a(t)=1
per t< B3+1, a(t) =0 per tzB+2.S5ea>0,ue M,si pone
u® =u-eafS(u)) e (u).
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2° passo : proiezione di u® su M.

In generale u®¢ M;perd u® € u+T. quindi G(u®) e Ll(RN\ Ora,operando
un opportuno cambiamento di scala,si pud fare in modo che la funzione
x> uf (tx) (7>0) sia in M.Il valore di 7 dipende da € e da u,quindi
t=%(€e,u) & una funzione di ¢ e di u ed & implicitamente definita dalla
relazione

wt (vle,u)x) € M.

Si dimostra che fc:jO, £ [xM +R* (& sufficientemente piccolo) & di
classe ©'in ¢ ed & continua rispetto ad u.Posto us(x)zus(r(e,u)x),si
ha quindi u, € M. '

3° passo :pur di prendere g sufficientemente piccolo si ha:

(4.3) ese,u e M=>S(ug)-S(u) g—s(S% (u), e(S(u))e(u) )+ &4L
(4.4) e <enUEM, [Si'l(u) | SV = [S,}L(ui) ITZL, <1/2L.

4° passo :conclusione.

Fissato exg,€<l,e posto 0= ¢8L (=1) e @(u)=u,,si ha che G:M—+M
& continua e disparij;inoltre,fissato uEMBﬂs ,51 possono presentare le
seguenti eventualita:

i) |S,i, (u) iTz Z1/L;allora S(P (u))=s(u,) §S(u)—8(Sr} (u), a(s{u))e(u))+ &4L=
L b L
B+6 - G(S% (u),e (u))+ &/4L=B+¢ -e&f &St'[‘ (u)}|2 -1/2L)+ ¢/4L = B-§ ,
L L _ /

pertanto $(u) e M, 5

ii) !s' (u)|2 <1/L;allora per la (4. 4) S(QDL(u) S(u,)=s(u)-

- S(S% (u), a{S(u)) L(u))+ &/4L= S(u)+(S‘ (u) ub-u)+ e/AL=S R+ 6 +

L
\ \ 2
+ISTL(u) 11{‘ue‘ulT._+ €/4L < B+ & + SISTL(u) ITLleL(u) IT‘+ e/AL=B+0+ sISTL(u) ‘T£+

+ §/AL =B+ 0 + &8/L + &/4L = B+0 +3¢ /4L < B+1/L,e dungue gbL(u) € Ny L
$

Si introducono ora le seguenti consuete notazioni:

S={aeHl~(0} | A & chiuso e simmetrico}

Y: I -+ Ruf{co} 2 i1l genere di Krasnoselskii

S={A€X | AcM, r(a)z4L,A & compatto } (LeN)
Ke={luel | S(u)=8 e VLsN:S&,L(u)=O} (BeR).

Si pone infine:

Lemma 4.6. Per ogni { e N,risulta 2¢# @ (in particolare M#£@ );i numeri By
sono ben definiti e

lim 8 = +00.
&»oo
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Dimostrazione.Fissato £< N,esistono un sottospazio A-dimensionale WC%TRN)HH%r

ed una costante «,>0 tale che,per ogni we o={we W| ]le, =a},sia
¢

gG(w) > 0.




. - . 2-N 2 - N Z"Nz ~-N .
Poiché,per ogni we o .,k(t,w)= ¢ [vwl“=2%7 1G(w)=7 &d-2%T G(w),esi-

ste T >0 tale che k(r,w)>0.5i pud supporre,senza ledere la generalita,
che 7 =1:
per cgni weo :k(1l,w) > 0.
Esiste poi un'altra costante @,>0 tale che,per ogni weg,risulti
lw| =0,.8i consideri ora l'applicazione @:W—»H})r definita ponendo:

a, se wix)>a,
#(w) (x)= { w(x) se |w(x)| < a,
a, se w(x)< a;

& continua e dispari.Poiché W & {-dimensionale,i supporti di we¢ W sono
contenuti in un unico compatto,e cosl pure i supporti di #(w) (weW).Per
tanto:

SG(*&(w)) < ¢ ,per ogni weW.

Per weW,con |wlza,,sia J(w)=k(1,%(w)).J viene estesa per continuitd

a tutto W,in modo chew"risulti pari,e inoltre
J(w)< O per !wlﬂxo<a1.

Si dimostra che V=${weW| J(w)<O0} & un intorno di Oe W aperto,limita-
to e simmetrico,per cui Y(&#(8V)) > ¥(8V) >{,da cui #(8V)e Z;.Dunque i nume-
ri B% sono ben definiti;e resta solo da dimostrare che elitgéﬁk=+oo.1nfatti,
se B =B,esiste una successione (A;),Ay eI, tale che S(u) =28 per ogni uehy.

Posto A= {JA¢,si dimostra che esiste (un)n C A tale che u,lu, per n#m.

Poiché S & limitato su A cM,anche (!unl & limitata,quindi si pud

)
Ho'
supporre u,—u debolmente in H%r .Per la mutua ortogonalita,u=0;cosicché

(cfr.lemma 3.6)
G+(un)~—*0 {(n—+o00) .

Essendo SIV u|2§2*§G+(un),si & ottenuto che uy -0 fortemente.Cid
& assurdo per il lemma 4.4.

E ormai possibile dimostrare il seguente teorema:

Teorema 4.7. Se g verifica le ipotesi (4.1)~(4.3),esistono infinite coppie
(ui,—ux) di punti critici di S su M,caratterizzati dalla condizione
S{u; })=Ry=inf sup S(u) ,
( 2) By AezluepA (w)
e By—+ oo .Inoltre,se

B=By=.... =R, ,
si ha PY(Kg)Zzk+l e quindi,in particolare,Kg & infinito.

Dimostrazione.Sia { eN e si ponga B=By. Se Ng L =0 (LeN),per il lemma 4.5

esiste un'applicazione continua dispari @;:M-+M tale che q':’L(MBi-B)CMB—é

per un opportuno § > 0.Poiché B:Ig:gnzflslug S(u),esiste un Ae 3 tale che AcM
€ £ &

Allora qu(A) e 3, mentre @L(A)CMB_a ,assurdo.Dunque Np, #@ per ogni LeN.
Esiste allora una successione (uy)p tale che up, €Np o ;581 ha allora:
S(un)»B,lS% (un)|TL——»O (per ogni L eN).Poiché S & coercivo su M,(un)n =S

limitata,quindi si pud supporre up-—+u debolmente in H%r .Per il criterio A*,

B+d
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U, —+u fortemente,ed u ¢ KB.Cib dimostra la prima parte dell'asserto.Quanto
alla seconda,supposto B=Ry=....=By,,,poiché K & compatto (criterio A*),esi-

ste N,intorno di Kg,con N €3 ,tale che, ¥(N)= Y(K@.
Esiste poi LeN tale che NB L cN e quindi,considerati ¢ e § come previsto

nel lemma 4.5,& possibile trovare A e 3, tale che AcMp g.Allora:
Lk STAS V(R (R) )= V(D(ANNG )+ ¥(Ng )<+ ¥(Kg),
ove si & tenuto presente che @L(A)\NB’LCMB_é;Dunque )’(KB)>k+l.
E' quasi superfluo notare,a questo punto,che il precedente teorema 4.7

consente di ottenere,come suo semplice corollario,il teorema 4.2;cosi
l'obiettivo posto all'inizio del paragrafo & interamente raggiunto.
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